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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengenlehre

1.1.1 Begriffe, Schreibweisen

GEORG CANTOR (1845-1918): Entwicklung der sogenannten naiven Men-
genlehre in der 2. Hilfte des 19. Jahrhunderts.

Definition: (CANTOR, 1874): Unter einer Menge verstehen wir eine gewisse
Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten
m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche Elemente von
M genannt werden) zu einem Ganzen. (NB: eigentlich keine mathe-
matische Definition!)

Beispiele: M; : die Menge aller natiirlichen Zahlen
My : die Menge aller Primzahlen

Ms : die Menge aller natiirlichen Zahlen, die gréfer als 5 und kleiner
als 10 sind.

Man unterscheidet endliche und unendliche Mengen. M; und My sind
unendliche Mengen, M3 ist eine endliche Menge.

Element-Zeichen: € z.B. 5 € M bedeutet ,,5 ist Element von M*“.
Dieses Zeichen kann negiert werden, z.B. 100 ¢ Ms.



Beschreibung einer Menge:

Ms = {6777879} My = {M17M2}
Ms = {0} (ist micht die leere Menge!)
Mg = {x : x ist eine ganze Zahl mit x> < 4000}

Definition: Die Mengen A und B heiflen gleich, wenn jedes Element von A
auch Element von B ist und jedes Element von B auch Element von
A ist.

Schreibweise: A = B und man schreibt A # B wenn A und B nicht
gleich sind.

Definition: Eine Menge A heifit eine Teilmenge einer Menge B, wenn jedes
Element von A auch Element von B ist.

Schreibweise: A C B oder B D A
Beispiele: {1,2,4} C {1,2,4,7,10} {1,2} c{1,2}
Fiir alle Mengen A, B und C gilt:
a) D C A

b) AC A (Reflexivitit)
¢) Wenn AC Bund BC Cdann A C C  (Transitivitdt)

Venn—Diagramme: Mengen lassen sich sehr Anschaulich mithilfe von Venn—
Diagrammen darstellen:

0!

A B ACB

Definition: Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Gesamtheit
aller Teilmengen von M.

Beispiel: M ={1,2} P(M)= {@, {1}, {2}, {1,2}}



Die CANTOR’sche Definition 148t Mengendefinitionen zu, die zu Wider-
spriichen fiithren!

BERTRAND RUSSEL, 1901: Sei M die Menge aller Mengen, dann muf
M € M gelten (das ist noch kein Widerspruch!). Wir nennen eine Menge
ungewdhnlich, wenn sie sich selbst als Element enthélt, sonst gewdhnlich. Sei
G die Menge aller gewohnlichen Mengen. Ist G gew6hnlich oder ungewthn-
lich?

Barbier—Paradoxon: Sei N die Menge aller Ménner eines Dorfes, welche
sich nicht selbst rasieren. Im Dorf gibt es einen Dorfbarbier, der genau die-
jenigen Méannner des Dorfes rasiert, welche dies nicht selbst tun. Gehort der
Dorfbarbier zu N7

= Weiterentwicklung der CANTOR’schen Mengenlehre im 20. Jahrhun-
dert: axziomatische Mengenlehre.

1.1.2 Mengenoperationen

Definition: A und B seien Mengen. Die Menge aller Elemente, die sowohl
zu A als auch zu B gehoren, heifit der Durchschnitt von A und B.

0

ANB

Schreibweise: AN B ANB={z:2€ Aund z € B}
Beispiel: {~2,-1,0,1,2} n{0,1,2,3,4} = {0,1,2}

Gilt AN B =, dann werden A und B disjunkt genannt.

Fiir alle Mengen A, B und C gilt:

a) (ANB)NC = ANn(BNCQC)
b) ANB = BnNA

c) AN = 0

d AnA = A

e) ANB = AfalsACB

i=1
Kurzschreibweise: (| A;=A1NA2N...NA4,

n



Definition: A und B seien Mengen. Die Menge aller Elemente die zu A
oder B gehoren heifit Vereinigung von A und B.

Schreibweise: AU B (A vereinigt B) AUB={x:2 € Aoderz €
B}

Fiir alle Mengen A, B und C gilt:

a) (AUB)UC = AU(BUC)
b) AUB = BUA

c) AUD = A

d AUA = A

e) AUB = AfallsADB

i=1
Kurzschreibweise: |J A; = A1 UAU...UA,
n

Distributivgesetze: Fiir alle Mengen A, B und C gilt:

a) AN(BUC) = (ANB)U(ANCO)
b) AUu(BNC) = (AUuB)N(AUC)

Definition: Die Differenz A ~ B zweier Mengen A und B ist die Menge
aller Elemente von A, die nicht zu B gehoren.

Schreibweise: AN B={zv:2¢€ A,z ¢ B}

Definition: Es sei A ¢ M, Die Menge A = M . A heifit das Komplement
von A in M (M : Universalmenge)

Schreibweise: A = {z: 2 € M,z ¢ A} (Es mufl immer angeben wer-
den beziiglich welcher Menge die Komplementérmenge gebildet

wird!)
Komplementgesetze Formel von DE MORGAN
a) ANA=10 a) AUB=ANB
b) AUA=M b) ANB=AUB
c) A=A

Beispiele: A, B,C C M (M : Universalmenge)

Man vereinfache: AN (B \ A)

AN(BNA) = AU(BNA) = AU(BNA = (AUB)N(AUA) =
=M

s

uB



1.1.3 Spezielle Zahlenmengen

N : Menge der natiirlichen Zahlen

No : Menge der natiirlichen Zahlen und 0
: Menge der ganzen Zahlen

Menge der rationalen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen

OFROCN

NcNyczZcQcRcC

1.1.4 Kartesisches Produkt

Definition: Es seien X und Y Mengen, z € X, y € Y. Man nennt den
Ausdruck (x,y) ein geordnetes Paar der Elemente x und y.

Die Menge aller geordneten Paare heifit kartesisches Produkt der Men-
ge X und Y und wird mit X x Y bezeichnet (Produktmenge).

Schreibweise: X xY = {(z,y):z€ X,y €Y}
Beispiel: =z ={1,4,5} y={1,2,3}
XxY ={(1,1);(1,2); (1,3); (4,1);: (4,2);: (4,3);: (5,1); (5,2); (5,3)}

(s. Mitschrift zum Mathematik-Briickenkurs fiir eine graphische Dar-
stellung des kartesischen Produkts)

1.2 Mathematische Logik

Logik: ,,Die Lehre vom schliissigen und folgerichtigen Tun* -
ARISTOTELES (384-322 v. Chr.)
Mitte des 2. Jahrtausends: Mathematische Logik
G.W. LEIBNITZ (1646-1716)
B. BorzanNo (1781-1848)
A. DEMORGAN  (1806-1871)
G. BooL (1815-1864)

Aussage: Unter einer Aussage verstehen wir (hier) einen Satz (irgendeiner
Sprache), fiir den es Sinn hat zu fragen, ob er wahr oder falsch ist.

Beispiele: (1+1)2=5 (1+1)2=4 Es regnet
Keine Aussagen hingegen sind z.B.: ,,Haltet den Dieb!“ oder ,,Ich
liige jetzt.“

Bezeichnung von Aussagen: p,q,r
Wir definieren den Wahrheitswert |p| einer Aussage p durch
1 falls p wahr ist
Pl = { 0 falls p falsch ist


http://rcswww.urz.tu-dresden.de/~s8084100/brkurs/mathe.pdf

1.2.1 Verkniipfung, Zusammensetzung von Aussagen

Beispiele: p : es regnet (heute) p : es ist kalt (heute)

Bez. gelesen Name Beispiel
pAq p und g Konjunktion es regnet und es ist kalt
pVyq p oder q Disjunktion  es regnet oder es ist kalt
P nicht p Negation es regnet nicht
p=¢q wenn p dann ¢ Implikation wenn es regnet, dann ist
es kalt

Bemerkung: Schreibweisen p’ und — p sind auch {iblich fiir die Negation.
In der Verkniipfung p = ¢ heifit p Primisse und q¢ Konklusion.

Exakte Definition von Verkniipfungen durch die sog. Wahrheitstabelle:

p q|P pAq pVqg p=4q peq
1 1]0 1 1 1 1
1 0[0 0O 1 0 0
0 11 o0 1 1 0
0 0/1 0 0 1 1

Beispiel: p:a=1 gq¢:a’°=1
(p=4q) wahr (¢g=p) falsch

Ist die Aussage p = ¢ wahr, so sagt man: p ist hinreichende Bedingung
flir ¢. ¢ ist eine notwendige Bedingung fiir p.

Beispiel: a = 1 ist eine hinreichende Bedingung fiir a® = 1 aber keine
notwendige Bedingung!
(1=2)=(0<—-2) wahr
S—— ——
f f
(1=2)=(0>-2) wahr
\7_/ ~——

w



1.2.2 Gesetze der mathematischen Logik

Eine zusammengesetzte Aussgage heifit ein Gesetz der mathematischen Lo-
gik (Tautologie), wenn sie fiir alle Belegungen der in ihr vorkommenden
Variablen den Wert 1 annimmt.

Beispiele : Die folgenden Aussagen sind auch Gesetze:
pVDP  PAD PP
(p=9q) < (@=p) (Grundlage fiir indirekte Beweise)

Gesetz von deMorgan :
pVqg < DPAQ
pPANqg = DPVq

Rechengesetze :
pVq & qVp Kommutativgesetz
PAgq g qgNAp

pVgVvr) < (pVaq) Vr Assoziativgesetz
) (

pA(gVr) < (pAq)V(pAr) Distributivgesetz
pV(gAr) & (pVgA(pVr)

1.2.3 Pradikatenlogik, Quantoren

Es sei n eine natiirliche Zahl. Eine Aussage, in der n sogenannte freie Va-
riablen aus einer bestimmten Menge M vorkommen, heifit ein n-stelliges
Pridikat iiber M.

Beispiele :
M =R (reelle Zahlen) | M = alle Menschen
x>0 (n=1) | z ist Mutter vony  (n = 2)
(z+y)(@—y)=2> -y’ (n=2)
(x=1)A (2% =3) (n=1)

Allgemeine Bezeichnung: P(z), Q(z,y), P(x,y, 2), ...

Definition: Es sei P ein Pradikat iber M. Dann wird durch VzP(z) genau
dann eine wahre Aussage bezeichnet, wenn P(z) fiir alle z aus M wahr
ist. (V : fiir alle; {iblich ist auch die Schreibweise Vz € M : P(x))

Beispiel: Vz € R: 22 >0 (wahr) P(z)= (22>0)
VaP(x)



Definition: (P wie oben). Dann wird durch 3zP(x) genau dann eine wahre
Aussage bezeichnet, wenn es in M ein Element a gibt, fiir das die
Aussage P(a) wahr ist. (3 : es existiert; auch: 3z € M : P(x))

Beispiele: P(xz,y) : « ist Mutter von y; M: alle Menschen

Vy3zP(x,y) : jeder hat eine Mutter
JyYVeP(z,y) : es gibt jemanden, der eine Mutter hat
V und 3 heiflen Quantoren

In einer Formel der Form VxQ(x,y,...) oder 3z P(x,y, .. .) heiit x eine
gebundene Variable.

VeP(x) < 3JzP(x)
JxP(x) < VzP(x)

Formeln von deMorgan

Beispiel:

(Ve € R:2?>0) ...Negation... (Jz€R:2?<0)
—_— —_—
w !

(Vy e R:y*> #2) ...Negation... (FyeR:y*=2)
— —
f w

1.3 Kombinatorik und binomischer Satz

Aufgabe: Bestimmung von Anzahlen gewisser endlicher Mengen

1.3.1 Permutationen

Beispiele:
(a) Eine Kinoreihe mit 12 Plitzen werde von 12 Personen besetzt.
Wieviele Sitzanordnungen gibt es?

(b) Wieviele 4-stellige Zahlen lassen sich aus den vier Ziffern 1,1,3,3
bilden?

Definition: Es sei eine Gruppe von n Objekten gegeben. Sind die Objekte
voneinander verschieden so heifit jede Anordnung dieser Objekte ei-
ne Permutation ohne Wiederholung (von n Elementen. Treten einige
Elemente mehrfach auf, so spricht man von Permutationen mit Wie-
derholung.

Bezeichnung: n!=1-2-...-(n—1)-n (n>1), Def: 0! =1

Satz: Die Anzahl der Permutationen von n Elementen ohne Wiederholung
ist n! .



Beispiel:  (a) wie oben, Antwort: 12! =1-2-3-...-11-12 = 479001600

(¢) In einer Tanzveranstaltung sind 10 Damen und 10 Herren anwe-
send. Wieviele Konstellationen von 10 Paaren (Dame/Herr) lassen sich
bilden? Antwort: 10! =1-2-...-9-10 = 3628800

Satz: Es seien n Objekte gegeben, die in k& Gruppen jeweils identischer Ob-
jekte mit entsprechenden Anzahlen ni,ns...n, zerfallen. Dann gibt

es ——2—— Moglichkeiten, diese Objekte in einer Reihe einzuordnen.
nilngl-ng! ’

Beispiel: (b) wie oben: 4 Objekte, 2 Gruppen mit je 2 Elementen = n =
4, k':2, n1:2,n2:2

4!

1.
21,20 1. =6

2-3-4 3.4
2-1-2 2
1.3.2 Kombinationen

Beispiele:

(a) Es treffen sich 80 Personen, jeder begriiit jeden. Wieviele Be-
griiBungen sind es insgesamt? (Wieviele Paare lassen sich von den 80
Personen bilden?)

(b) Wieviele verschiedene Tippscheine sind moglich im Lottospiel ,,6
aus 497

(c) Wie viele Wiirfelbilder gibt es bei zwei ,,gleichfarbigen (d.h. nicht
unterscheidbaren) Wiirfeln?

Losung durch Aufzéhlung:

11 12 13 14 15 16
22 23 24 25 26

33 34 35 36 o .
44 45 46 = 21 Moglichkeiten
55 56

66

Definition: Werden aus n Elementen k& Elemente ohne Bedeutung der Rei-
henfolge so ausgewihlt, dal jedes Element hochstens einmal vorkom-
men kann, so spricht man von Kombinationen von n Elementen zur
k—ten Klasse ohne Wiederholung. Wenn die Elemente mehrfach aus-
gewahl werden konnen, dann spricht man von Kombinationen mit
Wiederholung.

Satz: Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse

ohne Widerholung ist folgender Ausdruck:

!
m = (Z) spricht: ,,n iiber k*



Bemerkung: Es lassen sich viele Faktoren kiirzen. Es bleiben iiber und
unter dem Bruchstrich jeweils k Faktoren {ibrig.

ny 1-2-...-n _
k) 1-2-...-k-1-2-...-(n—k)

1-2-...-n—k)n—k+1)....n  (n—k+1)-...-n

(1-2-...-k)(1-2-...-(n—k)  1-2-...-k

Satz: Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur k—ten Klasse
mit Wiederholung ist:
n+k-—1
k

Beispiel: (c¢) wie oben: n =6, k=2

64+2—-1 .
2 2 -2
Binomischer Satz

n __ n n n n—171 n n—213 nY\in
(a+0b) —(O)a ~|—<1>a b +<2)a b —|—...+<n>b

Die Zahlen (Z) heiflen Binomialkoeffizienten

Losung:

—_

Spezialfall: a =b=1: 2" = (5)+ (}) +...+ ()

Folgerung: Die Potenzmenge einer Menge mit n Elementen besitzt
2™ Elemente.

Spezialfall: a =1,b=—-1: 0= (8) — (’i‘) +. 4+ (_1)71(2)

Weitere Eigenschaften: (nik) = (Z) und (kil) + (Z) = (";gl)

()

Das Pascal’sche Dreieck: Die (n+ 1)-te Zeile enthilt () (7).

10



1.3.3 Variationen

Beispiele:
(a) Wieviele Moglichkeiten der Medallienverteilung (Gold/Silber /Bronze)
gibt es bei einem Wettkampf mit 10 Teilnehmern?

(b) Wieviele 4-stellige Zahlen lassen sich aus den Ziffern 0,1,2 ...9
bilden, wenn sie mehrfach verwendet werden diirfen?

Definition: Werden aus n Elementen k& Elemente mit Beachtung der Rei-
henfolge ausgewihlt, so spricht man von Variationen von n Elementen
zur k—ten Klasse ohne Wiederholung.

Satz: Die Anzahl der Variationen von n Elementen zur k—ten Klasse ohne
Wiederholung ist:

=R =(n—-k+1)-...-n

Beispiel: (a) wieoben: n =10, k=3= 17—(}! =10-9-8 = 720 Variationen

Satz: Die Anzahl der Variationen von n Elementen zur k—ten Klasse mit
Wiederholung ist:

Beispiel: (b) wie oben, n = 10 (Ziffern), kK = 4 (Stellen).
10* = 10000 Moglichkeiten

11



Kapitel 2

Reelle und komplexe Zahlen

2.1 Reelle Zahlen

Erweiterungsprozess:
N natiirliche Zahlen 1,2,3.
7 ganze Zahlen —-1,0,1..
Q rationale Zahlen %, %, —% .

R reelle Zahlen

Veranschaulichung rationaler und reeller Zahlen auf der Zahlengerade:
Es gibt keine rationale Zahl, die 2 = 2 liefert.

= Liicken auf der Zahlengeraden werden mit irrationalen Zahlen ge-
schlossen (m,v/2,¢e...)

2.1.1 Definition: Beschrianktheit

Gegeben sei eine Teilmenge A der reellen Zahlen. A heifit nach oben be-
schrinkt, wenn es eine reelle Zahl K gibt, so daf} fiir alle x € A gilt: z < K.
A heifit nach unten beschrdnkt, wenn es eine reelle Zahl k gibt, so daf fiir
alle z € A gilt: x > k.

K : obere Schranke k : untere Schranke

A heifit beschrinkt, wenn die Menge nach oben und unten beschrinkt
ist.

2.1.2 Beispiele zur Beschrinktheit

()

ist beschréankt, obere Schranken sind z.B. 2,1, %, untere Schranken sind
z.B. —1,0.

12



A = (—00,2) ist unbeschrinkt nach unten, nach oben aber beschrénkt.
N ist nach unten, aber nicht nach oben beschrankt.

Z ist weder nach unten noch nach oben beschriankt.

2.1.3 Satz zur Vollstindigkeit von R

Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge A von R besitzt eine kleins-
te obere Schranke (obere Grenze, Supremum).

analog: A € R nach unten beschrinkt = es gibt immer eine gréfite untere
Schranke (untere Grenze, Infimum).

2.1.4 Beispiele

RO

Supremum : 5 Imfimum : 0 = % €A 0¢A

2.2 Betrag, Ungleichungen

2.2.1 Definition

Unter |z|, x € R versteht man die nicht negative reelle Zahl mit

T x>0
g =¢ —z =<0
0 =0

2.2.2 Satz

Seien a, b, c,d € R, gilt:
1) a<bb<c = a<c

(

(2) a<b = a+c<b+c
(3) a<bc>0 = ac<be

(4) a<bec<d = a+c<b+d

(analog fiir <,=,>,>)

2.2.3 Satz

Fiir alle a,b,c € R gilt
(1) |ab| = lal-[o]
(2) Ja|<e & —c<a<c
3) la+d < la|+ |0l
4) fa—bl = la| -]

13



2.2.4 Gleichungen und Ungleichungen mit Betrigen
Beispiel a) [z +1|=3z—-1 (z€R)

Fall I: z < —1 —(r+1)=3zx—-1 0=4z = kL.
Fall I1: > 1 r+1=3zx—-1 =sz=1

Losung: x =1

Beispiel b) Man lése |z + 1| = |z + 3]

Fall I: z < -3 —(z+1)=—-(x+3) & —-1=-3=k.L.

Fall II: -3 <z < —1 —(z+l)=2r+3c2r=—4=>2=-2
Fall I1I: -1 <z r+1l=2+3<1=3= kL.

Losung: = —2

Beispiel ¢) |z + 1| < |z + 3|

Fall I: z < -3 —-1<-3 f = kL.
Fall I1I: -3 < z < -1 —r—-—1<z2x+3 < -2 <z = Lsg:
—2<zr< -1

Fall III: z4+1<z+3 w Lsg: x> —1

Lésung: x > —2 oder [—2, o]

2.3 Komplexe Zahlen

x+4+2=1 hat keine Losungin N aberin Z
3r =2 hat keine Losung in  Z aberin Q
22 =2 hat keine Losung in @ aberin R
22 =—1  hat keine Losung in R aberin C

C : komplexe Zahlen

2.3.1 Definition

In der Menge {(z,y) : x,y € R} aller geordneten Zahlenpaare definieren wir:
Addition: (z1,y1) + (z2,92) := (z1 + 22,91 + ¥2)
Multiplikation: (z1,y1)(z2,y2) := (x122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)

Die mit diesen Rechenoperationen versehene Menge heifit C, jedes Ele-

ment von C heifit komplexe Zahl.

14



2.3.2 Grundgesetze der Addition und Multiplikation

Seien z1, 22, 23, z4 € C dann gilt:

I (1) 21 + 29 = 29+ 2
(2) ARS) = 2921
I (3) z1+(z2+tz3) = (21+22)+23
(4) z1 (2:2 . 23) = (Z1 . ZQ) * Z3
111 (5) 21 (22 + 23) = 2z1-20+ 2123
IAY (6) (O, O) + 21 = 21
(7) (1, O) * 21 == Z1

V  Zu jeder komplexen Zahl gibt es genau eine komplexe Zahl
Z' mit z + 2’ = (0,0).
Wenn z # (0,0), dann existiert auch genau eine komplexe
Zahl 2" mit z - 2" = (1,0)
Bezeichnung: 2/ = —z 2" = -1
VI Wemn z = (z,y) dann gilt —z = (—z,—y) und 1 =
(=1 ng’Tyz), falls z # 0.

2.3.3 Bezeichnung

(z1,0) + (22,0) = (1 + x2,0) und (z1,0) - (z2,0) = (x122,0)
z=(z,y) = (x,0) + (O7y) = ($70) + (y70)(07 1)

Anstelle von (z,0) schreiben wir im Weiteren einfach z. (0,1) wird dann
mit ¢ bezeichnet und als die imagindre Einheit bezeichnet.

Dann gilt z = (z,y) = = + yi (algebraische Form/Darstellung)

Bezeichnung: Man nennt = den Realteil der komplexen Zahl z = x + iy
und y den Imaginérteil von z.

Schreibweise: = = Rez y = Imz

2.3.4 Beispiele fiir Rechenoperationen

z1=24+ 3% 29 =-3+2

z21+29 = —1451
z1—29 = b+4+1z
Z1 k9 = (2+3i)(—3+2i): —12 —5¢

15



2.3.5 Konjugiert komplexe Zahl

Definition: Man nennt diejenige komplexe Zahl z = x —iy die zu z = z+1iy
konjugiert komplexe Zahl.

Satz: Fiir beliebige z, z1, z0 € C gilt:

||

=2z
z+7Z = 2Rez

z — 7z = 2ilmz

. 27 = (Rez)? + (Imz)? (reell!)
atm=m+7%

2122 =21 %22

R

z=2zwenn z € R

Anwendung: Berechnung von 2L (22 # 0).

Wegen 2.3.5., 5 ist 2123 > 0 = erweitern mit z.

21 _ A2
o 2%
Beispiel:
243 (2+3i)(-3-2i)  —13i

—3+2 (=3+2)(-3-2i) 13

2.3.6 Betrag einer komplexen Zahl

Definition: Unter dem Betrag |z| einer komplexen Zahl z = x + iy versteht
man die nichtnegative reelle Zahl

4 = Va? 7

Bemerkung:

a) Diese Definition ist mit der Definition des Be-
trags der reellen Zahlen vertriglich, wenn z =
x € R, dann

2] = Va2 = |z

b) Wegen z -z = 2% + y? gilt: |2| = Vz - Z.

16



Satz:

Fiir alle z, z1, 29 € C gilt:

1. 2] =0 2=0

2. [zl =] =2 =7

3. |21+ 2] = |21] - |22

4. |21 + 22| > |z1| + | 22|

2.3.7 Geometrische Veranschaulichung

Da komplexe Zahlen als Zahlenpaare definiert sind, kénnen wir sie mit den
Punkten einer Ebene identifizieren. Man nennt diese Ebene GAUSSsche Zah-
lenebene. Die Paare (z,0) bilden die sogenannte reelle Achse, die Punkte(0, y)

die sogenannte imagindre Achse.

Imz

1 Rez

Wenn z = x + 1y, 20 = 29 + 1¥yg, dann ist

2+ 20l = V/(z — 20)2 + (¥ — y0)2

der Abstand zwischen z und zg. |z| ist der Abstand zwischen z und 0.

Y

<1

22

Z1 + 22

Darstellung der komplexen
Zahlen als Zeiger.
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2.3.8 Beispiele zur Darstellung im Koordinatensystem

1. Sei zg € C und r > 0 gegeben. Wo liegen dann die komplexen Zahlen
z mit:

(a) |z — 20| =r = Kreis um 2y mit Radius r

(b) |z—20| <r = Das Innere des Kreises um zp mit r ohne Rand.

a)y b)y
x x

2. Es sei 21,290 € C und a > 0. Wo liegen die komplexen Zahlen z mit
|z — z1| + |z — 22| = 2a?

Die Summe der Abstinde von den Punkten z; und z9 ist konstant =
Ellipse mit den Brennpunkten z; und z2 und der Entfernung 2a.

2.3.9 Trigonometrische Darstellung

i Tmz z=x+1y
r: Linge 1 = |z]
y ¢ heifit Argument von z (Win-
kel mit der positiven reellen
P - Achse, ¢ € [0,2n7]).
T Rez

Schreibweise: ¢ = arg(z) arg(0) wird nicht definiert.

Berechnung von ¢ = arg(z):

r=0 y>0 : p=35

y<0 : 4,0:37”

r#0 zuerst ¢ :tan @ = |Z| bestimmen ...

1. Quadrant: ¢ = @
2. Quadrant: p =7 — ¢
3. Quadrant: p =7+ @
4. Quadrant: ¢ =27 — @
Beispiele: z1 =1+17 29=-3 2z3=-2-—1 24 =3—V3 zz=—-1—1

arg(zl) = %

18



arg(za) =

arg(zs) =T+ ¢ tan ¢ = |=%[; $ = 0,464
arg(z4) = 2 — § = 47 tan @=L =%
arg(z5) = 7+ gm = G

Schreibweise: Alternativ zur algebraischen Schreibweise z = x + iy kann
man aufgrund von z = r cos ¢ und y = rsin ¢ auch schreiben:

z=x+iy =rcosg+irsing =r(cosy +isiny)

Beispiel: z; =1+ (algebr. Darst.) = o =%, r =124+ 12 =2

Trigonometrische Darstellung: z1 = v/2(cos T + isin §)

2.3.10 Satz zur trigonometrischen Darstellung

Es seien z; = r1(cos ¢y + isin 1) und zo = ra(cos p2 + isin p2). Dann gilt:

(1) z1-22 = 1 Tz(COS(cm + <,02) + isin(<p1 + 2))
2) % = I(cos(p1 — @2) +isin(p1 — p2))
(3) =% = 7 (cos(np1) + isin(ne1))

Beispiel: z; = (1 41i) = v2(cos T +isin )

(1+14)8 = 28 = /2" (cos 2 + i sin 2) = 16(1 + i0) = 16

2.3.11 Wurzeln komplexer Zahlen
Es sei zg € C, n € N. Jede komplexe Zahl z, die der Gleichung 2™ = 2

geniigt heifit n-te Wurzel aus w.
Beispiele:

n=2 z2=1 = 12=1, (-1)2=1 (2. Wurzel aus 1)
n=2 z=-1 = =1, (-i)2=1 (2. Wurzel aus 7)

2.3.12 Satz zur Wurzelbildung

Die Gleichung 2™ = w, wobei w = r(cos p+i sin @) besitzt genau n Lésungen:
20, 21, - - - Zp—1 Mit

2k 2k
2 = {l/;(cosi(p—i_ 7r—|—isin7(p+ T
n n

)

(k=0,1,2,...n—1).
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3

Beispiel: Alle Losungen von z° = ¢ sind zu berechnen.

Umformung von ¢ in trigonometrische Form: r =1, ¢ =

T T
.:1 —_— ] 1 -
i (cosz+zs1n2)

s us
2 = \3f1<cos2 + 28in

s

2

T+ 2k .. 5+ 2k7r> Graphische

3 3

T .7 1 1
Z0o = COSE+ZSIHE=§\/§+Z§ 2

Darstellung

e

) 5 1 1
21 = cos%r—}—isim%r = —5\/§—|—i§ —1\<
9 Lisi 9 )
zg = €OS— +isin— = —1
2 5 6

2.3.13 Losung von quadratischen Gleichungen
az? +bz+c=0 (a,b,c€C) gesucht: z € C
Losungen:

b+ w
2a

212 =

wobei w eine Quadratwurzel von b? — 4ac ist.

Beispiel: 22+ (2 —3i)z —5—i =0

a=1
b=2-3i 3 =0>=—4ac=15—8i
c=-35—1

eine Quadratwurzel ist w = 4 — 1.
Loésung:

—(2—3i) £ (4 —1)
212 = B

z1=1+1 29 =—-3+2

20

Jl
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2.3.14 Exponentialdarstellung

Definition: Fiir eine beliebige komplexe Zahl z = x + iy definieren wir

e® = e*(cosy +isiny)

Hier bezeichnet e die EULER’sche Zahl. e = 2,71828182. .. (wird spéter
noch ausfiihrliche behandelt).

Spezialfall: x =0 : ¢* = |e¥ = cosy + isiny | (EULER’sche Formel)

Beispiele:
€| = y/cos?y +sin’y = 1

™ s

1 T I .
€' =cos - +isin— =i
2 2
1+im 1 - _
e =e (cosm+isinm) = —e

2.3.15 Satz zum Exponentialdarstellung

(1) ef1tz2 = oR1p22
(2) €* # 0
3 = = &

Sei z = r(cos ¢ + isin ¢) die trigonometrische Darstellung von z.
N————

ety

z = re'¥|: exponentielle Form

2.3.16 Anwendung von komplexen Zahlen

1. Wir zeigen:
cos2p =cos’p —sin?¢ und cos2p = 2sinpcosp (¢ € R)

Beweis:

cos 2p+isin 2 = €29 = €% ' = (cos p-+i sin @) (cos p+isin @) =

(cos? o — sin? @) 4 (i2sin @ cos ) = cos 2 + isin 2p

cos 2¢p 4sin 2¢p
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2. Anwendung in der Elektrotechnik: symbolische Methode (H. HELM-

HOLZ). (Die imagindre Einheit wird in der Elektrotechnik mit j be-
zeichnet).

u = U sin(wt + ) i = Isin(wt + ;)

u = Ulcos(wt + py) + jsin(wt + @,)] = U ed@Hen) =

[ edPu piwt — [J giwt

SEEN

analog fiir i: i = I7**  wobei I = I ¢/

2.3.17 Anmerkung iiber Quaternionen

Rl
RQ
RS
R4

reelle Zahlen, Zahlengerade
komplexe Zahlen, Zahlenebene

Sik W. R. HAMILTON (1805-1863, Dublin) Multiplikation: unmdoglich

(z,y,2z,w) — q=x+iy + jz + kw

Es gilt:

P4k =1

ij = —ji = k (nicht mehr kommutativ!)
ik —kj=1i

ki=—ik=j

Betrag: |q| = /22 + 32 + 22 + w?

Geometrische Deutung: Rotation in R?® ¢ mit |¢| = 1

Rotationsachse: gegeben durch (y, z,w) # 0

Rotationwinkel: « : cos% =z
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Kapitel 3

Relationen und Funktionen

3.1 Grundbegriffe

Relation: Umgangssprachlich ,,Beziehung“. Es kénnen Personen, Ereignis-
se usw. in einer Relation stehen. Beispiele:

x ist Vater von y
x und y sind Geschwister
x wohnt in der Stadt S

x ist Teiler von y

3.1.1 Relation

Definition: Eine (zweistellige oder bindre) Relation R zwischen den Men-
gen A und B ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes A x B,
also R C A x B.

Ist (z,y) € R, so schreibt man auch xRy und sagt: x,y stehen in der
Relation R. Ist A = B, so sagt man auch: R ist eine Relation in A.

Beispiel: A=B=R R={(z,y) e RxR:z <y}
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3.1.2 Definition: Produkte von Relationen

Es seien R € A x B und S C B x C Relationen. Die Verkettung oder das
Produkt R o S ist folgende Relation zwischen A und C-:

RoS = {(a,c) € AxC' : es existiert ein b € B mit (a,b) € R und (b,c) € S}

Sind Ry, R» und R3 Relationen zwischen M, My sowie Ms, M3 und
Mg, M4, SO gﬂt:

(RioR3)o R3 =Ryo0(R20R3) (Assoziativgesetz)

3.1.3 Beispiele: Produkte von Relationen

a) R={(n,m) e NxN:|n—m|=1} ,benachbarte Punkte®
RoR={(n,m)eNxN:|n—m|=2,|n—n|=0}

S=RoRo...oR
—_—

k—mal
nSm genau dann, wenn man vom Punkt n in k Einzelschritten zum
Punkt m gelangen kann.

b) Kind o Kind = Enkelkind Kind o Kind o Kind = Urenkel ...

3.1.4 Inverse Relation

Definition: Es sei R C A x B eine Relation. Die zu R inverse Relation R~!
wird durch

R '={(ba):be B,ac A,(ab) € R}
definiert.

Beispiele: < ,kleiner als* (in R) = invers: > ,grofler als®

Kind = invers: Eltern sein
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3.2 Spezielle Relationen
In diesem Abschnitt: Relationen einer Menge A (also Teilmengen von Ax A).

Die Identitat I (oder identische Relation) wird durch I = {(a,a) : a € A}
definiert. Es ist I~! = I. Anstelle von alb schreibt man auch a = b.

3.2.1 Definitionen
Eine Relation R in A heif3t

(1)  reflexiv, wenn fiir alle a € A gilt: aRa
(2) symmetrisch, wenn aus aRb folgt bRa
(3) antisymmetrisch, wenn aus aRb und bRa folgt a = b
(4)  transitiv, wenn aus aRb und bRc folgt: aRc

Beispiele:
Eigenschaft ‘ refl. ‘ symm. ‘ antis. ‘ trans.
»parallel zu“ (zwischen Geraden) | ja ja nein ja
,orthogonal zu“ nein ja nein | nein
,Teiler von“ (natiirliche Zahlen) ja nein ja ja

3.2.2 Ordnungsrelation

Definition: Eine Relation heifit Ordnungsrelation, wenn sie reflexiv, tran-
sitiv und antisymmetrisch ist.

Beispiele:
(a) <inR
(b) n%m bedeutet: m ist durch n teilbar. Dann ist n % m
eine Ordnungsrelation in N.
(¢) M sei eine Menge und A = P(M) (Potenzmenge von
M). X Y bedeutet X ist eine Teilmenge von Y.

Eine Ordnungsrelation ¢ in A heifit vollstdndig (total), wenn fiir beliebige
aund b € A entweder a £ b oder b2 a. Andernfalls heifit < eine Teilordnung
oder partielle Ordnung.

3.2.3 Aquivalenzrelation

Definition: Eine Relation R in A heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie refle-
xiv, transitiv und symmetrisch ist. Gilt aRb so sagt man: a und b sind
dquivalent (beziiglich R).
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Beispiele:

e die Identitét ist eine Aquivalenzrelation und wird mit = bezeich-
net.

e n ~ m bedeute: n —m ist durch 3 teilbar (n,m € Z)
e n~n: n—n=_0ist durch 3 teilbar — reflexiv

e n~m=m~n:wennn—m durch 3 teilbar ist, dann ist auch
m — n teilbar — symmetrisch

e Transitivitat: wenn n ~ m und m ~ k dann n ~ k.
Annahme: n—m ist durch 3 teilbar und m — k ist durch 3 teilbar.
n—k=n—m-+m— k = durch 3 teilbar
S—— =

teilbar teilbar

= n — k durch 3 teilbar

Andere Schreibweise: n = m mod 3
(sprich: ,,n kongruent m modulo 3“)

3.2.4 Definition: Aquivalenzklassen

Sei ~ eine Aquivalenzrelation in A: Mengen der Form K, = {b € A : a ~ b},
a € A heifien Aquivalenzklassen (beziiglich ~).

o Zwei Aquivalenzklassen sind entweder disjunkt oder gleich

e Die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist gleich A

Die Menge aller Aquivalenzklassen heiBt Quotientenmenge.

3.2.5 Beispiele: Aquivalenzklassen

(a) Identitdt in A: K, = {a}

(b) m ~ m bedeute n =m mod 3 (n,m € Z)
Ko={3l:1€Z}={...,-3,0,3,6,...}
,Flir welche Zahlen k ist k — 0 durch 3 teilbar?“
Ki={3l+1:1ez2}y={...,-2,1,4,7,...}
Ky={31+2:1eZ}={...,—1,2,5,8,...}
Ky =Ky Ky=Ky,...; K, =K,_3
KoUK\ UKy =7
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3.3 Abbildungen, Funktionen

Die ,klassische Definition“: Gegeben seien 2 Mengen D und Z. Eine Funktion
(Abbildung) f von D in Z ist eine Zuordnungsvorschrift f:x — f(z) die
jedem Element z aus D ein Element f(z) aus Z zuordnet. (z: Argument,
f(x): Funktionswert)

3.3.1 Definition: Funktion

Seien A und B Mengen. Eine Relation f C A x B heifit eine Funktion (von
Ain B), wenn es zu jedem z € A genau ein y € B mit (z,y) € f gibt. Dieses
y wird auch mit f(z) bezeichnet. Anstelle von (x,y) € f oder xfy schreibt
man y = f(x).
Die Menge A heif3t Definitionsbereich von f und wird mit D bezeichnet.
Die Menge Wy = {f(x) : € Dy} heiit Wertebereich von f.

Sprechweisen:  f bildet Dy in B ab, wenn Wy C B
f bildet Dy auf B ab, wenn Wy = B

3.3.2 Beispiele

(a) fx — 22 Dy=R Wy =[0,00)
(b) gx — 22 Dy, =11,2] Wy =[1,4]

() f@)=1  Dy=R~{0} Wy =R~ {0}
(d) f(z)=22—1 Dy=R Wy =[—1, ]

3.3.3 Umbkehrfunktion

Definition: Die Funktion f : Dy — W/} heift umkehrbar, wenn auch die
inverse Relation f~! eine Funktion ist. f~! wird Umkehrfunktion oder
inverse Funktion von f genannt.

invertierbar nicht invertierbar

Ty — f(21) 1 ——— f(z1)

T2 —— f(x2) T2 —— f(x2) = f(x3)
§ /

(invertierbar < wenn aus x1 # xa, f(z1) # f(x2) folgt.)

Beispiele:
(a) f(z)=2"> Dy=R nicht umkehrbar ~ f(—z) = f(x)
(b) g(z) = a? Dy =[0,00) g ist umkehrbar g t=x




3.3.4 Verkettung von Funktionen

Gegeben seien zwei Funktionen f und g mit Wy C Dy. Dann heifit die
Funktion h(z) = g(f(z)), * € Dy die Verkettung von f und g. f heifit
die innere Funktion, g heifit duffere Funktion. Ist f umkehrbar, so gilt

fU @) =2 f1(f@) ==

R =

g(f)=gof
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Kapitel 4

Reelle Funktionen

4.1 Eigenschaften, Beispiele

Es sei f eine Funktion. Gilt Dy C R, dann spricht man von einer Funktion
einer reellen Variablen. Es sei f eine Funktion. Gilt Dy C C, dann spricht
man von einer Funktion einer komplexen Variablen.

Wenn Dy C R und Wy C R, dann wird f eine reelle Funktion genannt.

4.1.1 Einige spezielle Funktionen
1. Konstante Funktionen: f(z) =c¢ (Vo € Dy)

2. Lineare Funktionen: f(z) =ax+0b (a,b,x € R)

3. Polynom: f(z) = apz™ + an_12" ' + ...+ arx! + aga®
r wennzx >0

4. Betragsfunktion: |z| = { —x wenn z <0

—1 wennz <0
5. Signumfunktion: sgn(x) = 0 wennx =0
1 wennz >0

4.1.2 Eigenschaften von Funktionen
Monotonie

Eine Funktion f heifit monoton wachsend bzw. streng monoton wachsend,
wenn fiir alle 1,20 € Dy 1 < 22 = f(x1) < f(x2) baw. 1 < 22 =
f(z1) < f(22).

Eine Funktion f heifit monoton fallend bzw. streng monoton fallend,
wenn fiir alle 1,20 € Dy 1 < 22 = f(x1) > f(x2) bzw. 1 < 29 =

f(z1) > f(x2).
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Beispiele:

1. Konstante Funktion: monoton wachsend, monoton fallend (nicht
streng monoton!)

2. f(x)=+/x Djy=1[0,00) streng monoton wachsend

3. f(r) =2 Dy =R nicht monoton, aber im Intervall (—oo; 0]
monoton fallend und im Intervall [0; co] monoton wachsend.

Streng monotone Funktionen sind umkehrbar.

Beschranktheit

Eine Funktion f heifit beschrdinkt, wenn W; beschrénkt ist. Eine Funkti-
on f heifit von unten beschrinkt, wenn Wy von unten beschrénkt ist. Eine
Funktion f heifit von oben beschrdinkt, wenn Wy von oben beschrinkt ist.

Beispiele:
f(z)=1 (x € R) ist beschrankt
f(z) =2% (x € R) ist nicht beschriinkt, da W = [0; 00) aber von
unten beschriankt (f(xz) > 0). (,,0 ist untere Schranke
der Funktion*)

Gerade/Ungerade

Eine Funktion f heit ungerade, wenn fiir alle z € Dy gilt f(—x) = —f(x).
Eine Funktion f heifit gerade, wenn fiir alle x € Dy gilt f(x) = f(—=x).

Beispiele:
Ungerade: f(z) =2 f(z) =23 f(z)=sinz
= Graph symmetrisch bzgl. 0
Gerade: f(z) =1 f(z)=2% f(x)=cosz
= Graph symmetrisch zur y—Achse

Periodizitit
Eine Funktion f : R — R heif3t periodisch mit der Periode p, wenn fiir alle
zeRgilt: f(x+p) = f(x) .
Beispiele:
f(z) =sinz (p=2m)
f(x) =cosx (p=2m)
f@y=z—rx1 (p=1) (Lzs:=floor(x) = grofite Zahl < x)
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4.1.3 Beispiele zur Bestimmung der Umkehrfunktion
1. f(x)=+x Dy=W;=1[0,00) f iststreng monoton wachsend
= f ist umkehrbar.
g(z) =/ nach x umstellen: z = 3>
f~1:y =y? oder weil die Variablennamen frei wihlbar sind:
fH @) =2
2. £10,2] — [4,10] mit f(z)=y=3x+4 (Dy=][0,2],W; = [4,10])
f ist streng monoton (wachsend) = umkehrbar
y = 3x + 4 nach x umstellen: z = y?_él
dh. f7Hy) = yT_4 oder f~1(z) = &2
D1 =[4,10) = Wy W1 =[0,2] = Dy

3. f(z) = e” ist streng monoton wachsend, die Umkehrfunktion wird mit
In z oder log xz bezeichnet.

4.2 Polynome

Eine Funktion P : R — R mit P(2) = a 2" + ap_12" ' + ... + a1zt + ao,
mit x,ag,...,a, € R a, # 0 heifdt ein reelles Polynom n—ten Grades. Sind
a; und x aus C, so heiit P ein komplexes Polynom. Die Zahlen a; heilen
Koeffizienten des Polynoms.

4.2.1 Satz: Gleichheit von Polynomen

Zwei Polynome a, 2" +a,_12" ' +...+a1z' +ap und b,z +b,_12" 1 4. .+

biz!+bg sind genau dann gleich fiir alle x € R, wenn a; = b; (j =0,1,...,n).
4.2.2 Satz
Ist P ein Polynom n — —ten Grades (n > 1) und ist = eine Nullstelle von

P, so existiert ein Polynom Q(z) = b,_12" ! +...by vom Gerade n — 1 mit
P(z) = (z — 21)Q(x).
Beispiel:

P(z) = 23 — 672 — 126 P(—2) = 0 = x; = —2 ist eine Nullstelle
und P(z) = (z + 2)(2? — 22 — 63).

Aus der Produktdarstellung: weitere Nullstellen: xo =9, 3 = —7.
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4.2.3 Das Horner-Schema

Benannt nach W. G. HORNER, 1819 (England), jedoch in China bereits
1303 von CHU SHILI-CHIEH entdeckt.

1

P(x) =apz™ + ap—12" "+ ...+ arz' + ag

Qn an—1 an—2 -~ QG A1 ao
T bp—1x1 bp_ow1 -+ bjz1 - bz bom
b1 bn2  bnz - bj_y -+ by Pla1)

1. Schnelle Berechnung von P(z)

2. Ist P(z) = 0, dann gilt P(z) = (x — 21)Q(z) mit Q(x) = b, 12" +

4.2.4 Beispiele zum Hornerschema
1. P(x) =% —67x — 126
Nullstelle 21 = —2 (durch ausprobieren ermittelt).
1 0 —67 —-126

T =2 -2 4 126
1 -2 —63 0 = P(x1)

= 23 — 67z — 126 = (v + 2)(2? — 22 — 63)

2. P(x) =42% —62* — 1323+ 322 —2 - 159 21 =3

4 -6 —13 3 —1 —159
;=3 12 18 15 54 159
4 6 5 18 53 0 = P(3)

= P(z) = (z — 3)(4a* + 623 + 52 + 18z + 53)

Algorithmische Beschreibung des Hornerschemas

y = alnl;
for (i=n-1;i >= 0;i--)
y = xxy+alil;
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4.2.5 Satz

1. Ein Polynom n-ten Grades (n > 0) hat hochstens n Nullstellen und
genau n komplexe Nullstellen. (z.B. x2 = —1 hat keine reelle Nullstelle,
jedoch die komplexen Nullstellen +i und —i.

2. Ist P(x) = apz™ + an_12"" 14 ... a1z + ag ein Polynom n-ten Grades,
und sind 1, ...z, Nullstellen von P, dann gilt:

P(z) =ap(x —z1)(x — 22) -+ - (x — zn)

Man nennt die Faktoren x — x; lineare Faktoren.

Folgerung: Zwei Polynome P und ) n—ten Grades stimmen iiberein,
wenn sie an n + 1 verschiedenen Stellen {ibereinstimmen.

Beweis: P—(Q ist ein Polynom hiéchstens n—ten Grades und hat min-
destens n + 1 Nullstellen (= Ubereinstimmung von P und Q).
= P —@Q =0 (wegen Satz 4.2.5).

Bemerkung: Hat P reelle Koeffizienten, so liegen die komplexen Null-
stellen symmetrisch bzgl. der reellen Achse (z.B. 22 + 1 = 0).
4.2.6 Definition: Mehrfache Nullstellen

Es sei P ein Polynom n—ten Grades. Dann heifit 1 eine k—fache Nullstelle
von P, wenn ein Polynom () von (n—k)-ten Grades mit Q(z1) # 0 existiert,
so daB P(z) = (z — z1)*Q(x).

4.2.7 Beispiele: Mehrfache Nullstellen
P(z) = 2° — 62* + 1323 — 1422 + 122 — 8
1 -6 13 —-14 12 -8

2 -8 10 -8 8
1 -4 5 -4 4 0 =P(2

1‘1:2

= P(r) = (v — 2)(2* — 423 + 522 — 4z + 4)

= P(z) = (v — 2)%(2® - 222 + 2 - 2)
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1 -2 1 -2
=2 2 0 2
1 01 0 =PQ2)
= P(z) = (z —2)3 (' + 1)
——
keine NST

= 2 ist eine 3—fache Nullstelle von P

4.2.8 Satz zur Produktdarstellung

Jedes reelle Polynom P n—ten Grades besitzt eine Produktdarstellung.

P(z) = a(z—z)" - - a(x—xj)kj (2 +prz+q)t - (@2 4pnz+gn)'™  (z € R)
mit a,p;,q € R wobei die Faktoren z? + p;x + ¢; keine reelle Nullstellen

besitzten (irreduzible Faktoren).

Jedes komplexe Polynom P n—ten Grades besitzt folgende Darstellung:

P(z)=bz—z1)(z — 22)(2 — 2zn) 2z€C
mit b, z € C (Fundamentalsatz der Algebra).

4.2.9 Satz

Seien g, ... %n, Yo - - - Yn € R gegeben und die x; alle verschieden. Dann gibt
es ein Polynom hochstens n—ten Grades mit P(z;) =y; (j=0,...n)

n=20 n=1 n=2
A A A
Yy Y Yy
Yo i gl e
I I
| YO{--- - |
: | I
| > — > -
zo z ro X1 x x
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4.2.10 Der Newtonsche Ansatz
P(x) = co+ci(z—zp)+co(x—x0)(x—21)+. . - +ep(z—x0)(x—21) - - (T—2p—1)

x;: Stiitzstellen

Rechenschema:
o Yo
[z120]
1 Y [302901360]
[zo21]
2 Y2 [903332431]
[z322]
oYt —Yd
[‘T]-‘rlxj] Tj1—

(Steigung erster Ordnung)

[Zjrm - Tjr1] = [Tjrm—1 - ]
Lj+m = Tj

[j4mTjem—1---aj] =
(Steigung m—ter Ordnung)
co=yYo, ¢j=lxjrj_1---x0] j=1,...,n

4.2.11 Beispiel zum Newtonschema

Man bestimme ein Polynom P, dessen Kurvenbild durch folgende Punkte
geht: Py(—3,—40), P1(0,—4), P(1,-8), P3(3, —46) und P4(6, —148)

ol Y
-3 |[-40

6 —148

Die Werte ¢ ... ¢, in den Ansatz einsetzen:
P(z) = —40 +12(z +3) —4(z + 3)(z — 0) = —42% — 4
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4.3 Rationale Funktionen

4.3.1 Definition: Rationale Funktionen

Unter einer (gebrochen) rationalen Funktion R verstehen wir den Quotienten
zweier Polynome:

P(z)  amz™+ ...+ a1z +ag
B@) =00 = b bt by Gt Q@) #0)

Im Falle m < n heiit R echt gebrochen, im Falle m > n heifit R unecht
gebrochen.

x1 heiit Nullstelle von R, wenn P(x1) = 0 und Q(z4) # 0.

Sei x; eine k—fache Nullstelle von @ (k = 1,2,...) und eine [-fache
Nullstelle von P (I = 1,2,...) [0-fache Nullstelle = keine Nullstelle]. Wenn
k < I, dann heifit 1 eine Liicke von R, wenn k ; 1, dann heiflit x; eine
Polstelle von R.

4.3.2 Beispiele rationaler Funktionen

1. f(x)= % rationale Funktion, unecht gebrochen

Dy =R~ {—2} Polstelle bei —2, Nullstelle bei 1, keine Liicke.

r—1 r+2-2-1 3
= — =1
f(z) x+2 T+ 2 T+ 2
——

echt gebr. rat. Fkt.

Skizze:
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2. f(z) = 3;2 — unecht gebrochene rationale Funktion

Dy =R~ {2}

Nullstellen: —2
Polstellen: keine
Liicken: 2

(z+2)(x—2)

flz) =2+ 2 firx#2

Liicke bei x = 2 / ‘
/—2 9 T

T —2 T —2 1
= = = +2
/(@) 22—4 (x2+2)(z—-2) x+2 wenn 7

Nullstellen: keine

Polstellen: -2
Liicken: 2
4.3.3 Satz

Jede unecht gebrochene rationale Funktion R lisst sich in der Form R = P+
R; schreiben, wobei P ein Polynom und R; eine echt gebrochene rationale
Funktion ist.

4.3.4 Beispiel: Polynomdivision

C 3t 4+ T2t a4+ 5+ 1

R(z) e P=7 Ry =?
(32 +72% +2? +5x+1) : (22+1) = 3224+ Tz —-2=P
—(3z* +322)
(723 —22? +5x +1)
— (723 +7x)
(—22% —2x +1)
— (—222 -2)

—2x +3 Grad = 1 < Grad d. Nenners
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Daraus folgt:

—22 +3
Riz) = 3% + 7o — 24— 0
S—— xc+1

e Ri(a)

1(x

4.3.5 Satz: Partialbruchzerlegung

Das Nenner—Polynom () einer gebrochen rationalen Funktion R = g moge

folgende Produktdarstellung besitzen (irreduzible Faktoren):
Q) = a(z — 21)" -+ (2 — ;)" (@® + pra + q)"

Dann lasst sich R als Summe von Teilbriichen in der Form:

A A A A, A,
Ra)=-—"2 ¢ C2 P L A2
x—x1 (z—x1) (x—z)r -2z, (x—uzj)

Ajk, Bz + Cyy Biaz + Cy2
— ok T2 2 g Tt
(x—z;)%  2?24+prr+q (224 por + q2)
Blllx + Clll Bm1$ + le Bm2$ + Cm2 Bmlmx + lem

(@2 +prz+q) 224 pur+gm (22 pmt 4 gn)? (22 + pmt 4 gn)
4.3.6 Partialbruchzerlegung: Losungsmethode

Beispiel 1

—22 4+ 20z + 149

R(z) = B 127 — 112 = 30 echt gebrochen

1. Produktdarstellung des Nenners (Mittels Hornerschema)

x1 ist Nullstelle (durch Probieren, alle Teiler von 30)

1 4 -11 =30

= 23 +422 — 112 - 30 = (2 + 2) (2?2 + 22 — 15) = (2 + 2)(x + 5)(z — 3)

2. Ansatz:

A B C
R = A B.C ="
(z) m—3+m+2+x+5 T
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3. Bestimmung der Konstanten: Beide Seiten mit dem Nenner multi-
plizieren:

A B C
= :?
k(z) x—3+a:+2+93+5 4,8, ="

—22 4202 +149 = A(x+2)(z+5)+ Bz —3)(z +5) + C(z — 3)(z +2)
Gleichung gilt fiir beliebige = € R

x=3 einsetzen:
—94+60+149=A4-5-8= A=5
x=-2 einsetzen:
—4—-40+149=B-(-5)-3=B=-T7
x=-5 einsetzen:

—25-100—149=C-(=9)- (-3) = C =1

Ergebnis:
5 7 1
e s R T
Beispiel 2
5x% — 37z + 54
R(w) = 3 — 622 + 9x

1. Produktdarstellung des Nenners:
23— 622 + 9z = x(2? — 62+ 9) = z(x — 3)?
2. Ansatz

A B C
R(x) = — +

A B,C=?
x a:—3+(x—3)2 T

da zweifache Nullstelle
3. Bestimmung der Konstanten: Beide Seiten mit dem Nenner multi-
plizieren:
5% — 372 + 54 = A(x — 3)? + Bx(z — 3) + Cx
x=0 einsetzen:
54=9A=A=6

x=3 einsetzen:

12=3C=C=14

x=1 einsetzen (um B zu berechnen, beliebig)

22=4A-2B+C=B=-1
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Beispiel 3

2 -1
(z — 2)(2® + 42 + 6)2
—

keine reelle NST

R(x) =

Ansatz:

A n Bx+C Dx+ FE
(x—2) a244x+6 (22 +4x+6)2

R(x) =

Bestimmung der Konstanten: Beide Seiten mit dem Nenner von R mul-
tiplizieren, bestimmte z—Werte einsetzen, oder Koeffizientenvergleich.
Man erhalt:

L op 5 pld gy
108 108 108 6

Beispiel 4

R(x)

T 3 42?2 — 11z — 30

R ist unecht gebrochen, daher funktioniert der normale Ansatz nicht. Es
muf zuerst eine Polynomdivision durchgefiihrt werden ...

2722 — 142 — 120
R(z)= z—4
@) =2 2+ 31— 30

Asymptote ~~
R (echt gebrochen)

Nun wird die Partialbruchzerlegung fiir R; (Nenner wie bei Beispiel 1 =
Ansatz) durchgefiihrt und es ergibt sich:

811 6% 1 16 1
C40(x—3) 24 (x+5) 15(zx+2)

R(x)
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4.4 Spezielle Klassen von Funktionen

4.4.1 Potenzfunktion
Es sei b € R beliebig. Die Funktion f(z) = z® (z > 0) heiBt Potenzfunktion.

Eigenschaften:

1. Fir b=1,2,3... ist Dyar = R (Polynom b-ten Grades)

2. Fir b= —1,-2,-3... ist Dy,0p = R\ {0} (rationale Funktion, Pol-
stelle bei 0)

b

3. (w122)" = 2828 und (2)* = 22

4. Fiir b > 0 ist f streng monoton wachsend in [0, 0], fiir b < 0 ist f
streng monoton fallend in [0, oo

5. Inverse Funktion: f~1(z) = z%/%(b # 0,z > 0) (da (z'/*)" = 2% =
!l = 1)

Beispiel: f(z) = 22

4 R — T T
3.5 2?2 ——
3 T
2.5 NG %
2 /o
1.5 . -
1= ) |
0.5 -
0 | | | | | |

005115 2 25 3 35 4

4.4.2 Exponentialfunktion

Es sei a > 0. Die Funktion f(z) = a® (z € R) heiit Ezponentialfunktion
(zur Basis a).

Eigenschaften:
1. a®1T2 = g%1g?2

2. Fiur a > 1 ist f streng monoton wachsend auf R, fiir 0 < a < 1 ist f
streng monoton fallend auf R

Die Umkehrfunktion heiflt Logarithmusfunktion zur Basis a, und wird
mit log, bezeichnet. Ist a = e, so schreiben wir In oder log (ohne Basis)
anstelle von log,.
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Eigenschaften:

1. Definitionsbereich (0, 00), Wertebereich (—oo, 00)

4 x/ x x

el’
3+ T 4
2 L / logz -
0 i
-1 / 1 1

2. log,(z122) = log, x1 + log, x2

log, (2) = log, 1 — log, x2
log, z¢ = clog, x

logl =0

log,a =1

3. Fiir a > 1 streng monoton wachsend, fiir 0 < a < 1 streng monoton
fallend.
4.4.3 Trigonometrische Funktionen
Sinus und Cosinus

Eigenschaften:

1. Definitionsbereich: R
Wertebereich: [—1;1]

2. sin(—z) = —sin(x) ungerade Funktion
cos(—x) = cos(x) gerade Funktion

periodisch mit der Periode 27
3. sin® +cos? =1 (Vgl. Darstellung am Einheitskreis)

4. sin(x + y) =sinx cosy + coszsiny = sin 2z = 2sinz cos

2 2

cos(x £+ y) = cosx cosy F sinx siny = cos 2z = cos” x — sin” x
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Tangens und Cotangens

sin x

tanr = x # (2k + 1)I (NST von cos), k € Z
cos T 2
cotz = 2L g # km (NST von sin), k € Z
sin x
Arcusfunktionen

Die trigonometrischen Funktionen sind nicht umkehrbar, wenn man ihren
gesamten Definitionsbereich zugrunde legt. Man legt daher Grundintervalle
fest in denen sie streng monoton sind und kehrt sie dafiir um.

Funktion Grundintervall Umkehrfunktion

sinx [— 5 g} arcsinz, z € [—1,1]
cos [0, 7] arccosz,x € [—1,1]
tan x [— 5 %} arctanz, x € R
cot x [0, 7] arccotz,z € R

Bemerkung

EULERsche Formel: € = cosz +isinz (v € R)

T

e = cosz+isinz (4.1
e ® = cosz —isinx (4.2)
T —iT
(4.1) 4 (4.2) C cosp = © +e
2 2
_ 1T —ix
(4.1) .(4.2) i = © —i—'e
21 21

4.4.4 Hyperbolische Funktionen

Unter den hyperbolischen Funktionen versteht man die Funktionen:

sinhx = % (x € R)
coshz = w (x € R)
tanhz = SRZ (5 ¢ R)
cothz = <=hi  (p c R\ {0})
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Eigenschaften:

1. cosh ist eine gerade Funktion, sinh, tanh, coth sind ungerade Funktio-
nen

2. cosh? —sinh? =1
sinh(z + y) = sinh x coshy + cosh x sinh y
cosh(z £ y) = cosh x coshy F sinh x sinh y

3. sinh und tanh sind streng monoton wachsend auf R
cosh ist streng monoton wachsend auf [0, oo
cosh ist streng monoton fallend auf (0, —oo)

coth ist streng monoton fallend auf (—oo,0) und (0, c0)

Areafunktionen

Die Umkehrfunktionen der sinh, tanh, coth—Funktionen und der Einschréinkung
der cosh-Funktion auf [0, c0) heilen Areafunktionen.

Schreibweise: arsinh, arcosh, arcoth, artanh

Die Areafunktionen lassen sich durch die In—-Funktionen ausdriicken:

arsinhr = In(z++vVa?+1) ze€eR

arcoshz = In(z++vVa?2-1) z>1

artanhy = 1lnitZ x e (—1,1)
arcothr = 1lnZH reRN[-1,1]
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Kapitel 5

Lineare Algebra

5.1 Matrizen

5.1.1 Definition: Matrix

Unter einer m x n—Matriz versteht man ein rechteckiges Zahlenschema aus
m mal n Zahlen.

Schreibweise:
ail a2 e Qg o Q1p
a1 ago N 1% .o Qop
A=
a;l ;o e il e Qsn
L aml Am2 .. Qmk ... Qmn i

a;r . Elemente der Matrix

i : Zeilenindex

ik : Spaltenindex

A wird auch in der Form A = (a;5) oder A = (aik)i=1,...m k=1,..n €
schrieben.

Ist m = n, so heiit A eine quadratische Matrix.
Eine 1 x n Matrix heifit Zeilenmatiz oder Zeilenvektor.
Eine m x 1 Matrix heift Spaltenmatiz oder Spaltenvektor.

Ist A eine n x n quadratische Matrix, so bilden die Elemente a;; mit
(1=1,...,n) die sogenannte Hauptdiagonale von A, die Elemente a; ;1
(i =1,...,n) die sogenannte Nebendiagonale.
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Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;) heiflen gleich, wenn sie vom
gleichen Typ sind, und a;; = b;; fiir alle ¢ und k.

Beispiele
1 2 4 1 1 2 1
3 0 1 10 [1 2 4 5] 2
0 00 3
1 x4 3x1

2 x 3 Matrix 3 % 3 Matrix Zeilenmatrix ~ Spaltenmatrix

5.1.2 Definition: Transponierte Matrix

A = (a;1) sei eine m x n-Matrix. Unter der transponierten Matriz verstehen
wir die n x m~Matrix B = (b;) mit by, = ay; fiir alle i, k. Schreibweise:
B= AT

Beispiele

I N

[1 24 5] =

[121ﬂT_ ;;
2 3 0 Lo

ot

Fiir jede Matrix A gilt (AT)T = A. Ist A quadratisch so erhélt man AT
durch Spiegelung beziiglich der Hauptdiagonalen.

5.1.3 Definitionen

Eine quadratische Matrix heiflt
o symmetrisch, wenn AT = A (d.h. a;, = ay; fiir alle 4, k).
e cine obere (untere) Dreiecksmatrize, wenn a;, = 0 fir i > k(1 < k).
e Diagonalmatriz, wenn a;, = 0 fiir ¢ # k.

e Nullmatriz, wenn a;, = 0 fir alle ¢, k.
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Beispiele

L4 symmetrische Matrix [ 1 (2) } untere Dreiecksmatrix

4 2 4

1 4 bere Dreieck tri 0 Di lmatri
0 2 obere Dreiecksmatrix 0 2 iagonalmatrix
0 0 .
00 Nullmatrix

5.1.4 Definition: Summe

A = (a;;) und B = (by) seien m x n Matrizen. Unter der Summe A + B
verstehen wir die m x n Matrix C' = (¢;) mit ¢ = a + by fur alle 4, k.

Beispiel
1 2 0 + 101 |12 21
01 2 01 2| |0 2 4

Fiir Matrizen gleichen Typs gilt:
(a) A+ B = B+A
(b A+(B+C) = (A+B)+C

5.1.5 Definition: Produkt

A = (aix) sei eine m x n Matrix und A € R. Dann versteht man unter dem
Produkt NA die m x n Matrix C' = (¢;;) mit ¢;x = Aagy fiir alle 4, k.

Beispiel

Bemerkung: Anstelle von —1 - A schreibt man auch —A.

A und B seien vom selben Typ. Dann gilt:
1. \(A+B)=)A+ B

2. A+ p)A=XA+pA

3. ApA) = (M)A (A peR)
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5.1.6 Beispiele

1] se[13] e-[33]

Man bestimme x1, x2 € R, so dafl x1A + 2o B = C gilt.

2z1 4+ 1lzg = 5 (en1)
lzy + 1z = 3 (c12)
Ox1+1lxg = 1 (eo1) =2 =1
lz1 + 322 = 5 (co2) = a1 =2

Losung: x1 =2 und z5 =1

5.1.7 Definition: Produkt

A = (a;) sei eine m x [ Matrix und B = (aji) sei eine [ x n Matrix. Unter
dem Produkt der Matrizen A und B verstehen wir die mxn Matrix P = (p;)

l
mit Py, = Y- a;j bjk ,i=1,...,m, k=1,...,n. Schreibweise: P = AB.
j=1

5.1.8 Beispiele

1
3 4 -1
A_[Q ! 6] B=| 2
3
-2 3 1 3 1 1
C= 6 -9 -3 D=2 0 1
4 —6 -2 0 2 -1
-8
Las=| 2]
1. Zeile von A mal 1. Spalte von B:
3-1+4-(-2)+(-1)-3=-8
2. Zeile von A mal 1. Spalte von B:
2:-14+(=7)-(-2)+6-3=34
1 1 -2 3
2.BB'=| -2 |[1 -2 3]=| -2 4 —6
3 3 -6 9
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1
3.B'B=[1 -2 3]| -2 | =[14]
3
[ -2 3 1 31 1 000
4.CD=] 6 -9 =3 |20 1|=]{000
| 4 6 —2]]0 2 -1 000
[4 -6 -2
5. DC=10 0 0
| 8 —12 4

CD # DC = Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ.

Bezeichnung

Mit E,, (oder E) bezeichnen wir die sogenannte Einheitsmatriz. E, = [0]
mit §; = 1 und ;, = 0 flir i # k.

z.B.: Egz[(l) (1)]

5.1.9 Sitze zur Multiplikation

(1) A(BC) = (AB)C

(2) AE = A

(3) A(B+C) = AB+ AC

(4) (A+B)C = AC+ BC

(5) (AB)T = BTAT

(6) A(AB) = (M)B=(AB)A
Bemerkungen

e Potenzschreibweise: AAAAA = AP

e Man kann im Allgemeinen nicht ,kiirzen“. Z.B. A = dann

= O =
o = O
S O O

ist A2 = A, obwohl A # 0 und A # E.

5.1.10 Definition: Inverse Matrix

Es sei A eine quadratische Matrix. B heifit inverse Matrix von A, wenn
AB = BA = F ist. Besitzt A eine Inverse, so heifit A reguldr, sonst singuldr.

Schreibweise: B = A~! (nicht % wie in R)
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Bemerkung: Nicht jede Matrix besitzt eine Inverse. Sei A die Matrix aus
(5.1.9.), dann gilt AA = A. Nehmen wir an, daf§ A eine Inverse besitzt.
Wir multiplizieren beide Seiten von rechts mit A~

—
E E
AE = E

—~~

A

A = FE 4

5.1.11 Séatze zur inversen Matrix

Jede reguldre Matrix besitzt genau eine Inverse. Sind A und B regulére
Matrizen vom selben Typ, so gilt:

(1) (AB)™' = B71a!

(2 (AHt = 4

(3) (A7)t = (AT

(4) M) = AT (AeRN#0)

5.1.12 Inverse einer 2 x 2 Matrix

A= [ all a2 ] Al — [ r11 T12 ]

a1 Q22 Z21 X22

Dann gilt: AA™'=F & [ - dr } [:):11 T12 ] = [ 1.0 ]

a1  a22 To1 T22 0 1
a1y + appre; = 1
a21711 + agrey = 0
aipri2 + appzrez = 0
21712 + agre = 1

Sogenanntes lineares Gleichungssystem mit 4 Unbekannten. Man kann
zeigen: Dieses Gleichungssystem ist genau dann 16sbar, wenn D = aj1a90 —

aizaz # 0.

Losung

A1 — a2 —ai12
—az1 a1l

Ol =
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Beispiel

[ o207 B 1 [3 -7
A_[_l 3] D=13#0=A _13[1 2}

5.1.13 Bezeichnung

RP=RxRxRx...xR

m—mal

R™ ist die Menge aller m—Tupel v = (v1,v2,v3,...,vy) reeller Zahlen.
v kann auch als Zeilenvektor betrachtet werden. Sei A eine n X m Matrix.

Dann ist Av” ein n x 1 Spaltenvektor, d.h. v L, AWT st eine Abbildung
von R™ und R".

L besitzt die folgende Eigenschaft:
L(av + bw) = aL(v) + bL(w) (a,beR v,weR™)

Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft heifit linear (auch lineare Trans-
formation.).

5.1.14 Satz: Transformationsmatrix

ist L : R™ — R" eine lineare Abbildung so existiert eine m x n Matrix A

mit L(v) = AvT. A : Transformationsmatriz
Beispiele
n=m=2
-1 0 T —x
= = A
St S B 1) R

= Spiegelung bzgl. der y—Achse
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= Spiegelung bzgl. des Ursprungs Ao

<
IAN

= Spiegelung bzgl. der Geraden y = = /

| cosa —sina Av
sina  cos

= Drehung/Rotation um den Winkel «
um den Ursprung

5.2 Determinanten

5.2.1 Definition

(rekursiv) Fiir eine 1 x 1 Matrix A = [a] definieren wir die Determinante
det(a) durch det(a) = a.

Es sei A = (a;x) eine n x n Matrix (n > 1) und Uy, die (n—1) X (n—1)
Matrix, die aus A durch Streichen der 1. Zeile und der k—ten Spalte entsteht.
Dann heifit die Zahl

n
Z(—1)1+k det(Ulk) = al det(Uu) — a9 det(Ulg) + ...
k=1

die Determinante von A. Schreibweise: det(A4) = |A|.
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5.2.2 Beispiele

1. n=2
a
A | an
asy
2. n=3
ail a2 a3
A = | ax ax a
as1 azz as3
_ azy a3
= a/]_]_ .
azz ass

ai2
= a1 a2 —a12 a21
a22 ~~ ~~
U1 Uiz
a21 Q23 az1 a2
— a12 + a3 -
asy  ass as;p as2

ai1(ag - aszz — as3 - asz) — ar2(agy - asz — ags - asi) +

ai3(az1 - aza — az2 - azy)

Merkregel (Regel von Sarrus)

Man addiere die Produkte der Elemente in

Richtung der Hauptdiagonalen (\,) und sub-
trahiert die Produkte in Richtung der Neben-

diagonalen (/).

ail_ a2 a13 | 11 a12
a21\a22><a23 a1” a2
azr azFlazFRag az
Beispiel:
3 =4 0|3 —4
0O 7 6|0 7
2 -6 112 -6
3. n=4
+ - + -
3 1 0 4
A4 = |4 2 16
21 0 3
4 0 2 1
16
= 3-/1 0 3|-1-
2 1
1

= det=3-7-1+(—4)-6-2—(—6)-6-3 =281

3—-62+80=21

-4 1 6 -4 2 1
2 0 3|40 ‘ —4- 210
4 2 1 4 0 2
N———
62 —20
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5.2.3 Satz

Es sei A = (a;x) eine n x n Matrix und Uy, die (n — 1) x (n — 1) Matrix, die
aus A durch Streichen der i—ten Zeile und der k—ten Spalte entsteht.
Dann gilt:

n

(1) A= 2 (=)™ ag, - Uil firi=1,...,n
k=1
(Entwicklung nach der i—ten Zeile)

(2) Al =X (=) ay - Ul firk=1,...,n

=1

(Entwicklung nach der k—ten Spalte)

Beispiel:

giinstig: Man wihle eine Zeile/Spalte mit
moglichst vielen Nullen, damit viele Terme weg-
fallen — Entwicklung nach der 3. Spalte, da 2 x
Null. (Plus/Minus nach ,,Schachbrettmuster®).

Sl N+ O W+
L I

W+ o N

— of o oF

|

ol =1 ot o

3 - 8 g 3 —4 2 3 —4 2
=—6-|12 —6 11-1-10 7 3 | =-—401
2 60l 5 3 -2 2 —6 1
5 3 1 —2 _
63 63
5.2.4 Satz
A und B seien n x n Matrizen. Dann gilt:
(1) !AT'B! = |A]-|B]
(2) AT = [4]
(3) [AA] = A\"4] (n: Ordnung der Matrix)
(4) |A-B] = [A]-[B]
(5) Ist A eine Dreiecksmatrix, so gilt: |A| = a11 - a2 ... - ann

5.2.5 Satz

Es sei A eine n x n Matrix.

1. Vertauscht man in A zwei Zeilen (Spalten), so &ndert man das Vorzei-
chen der Determinanten.

2. Multipliziert man alle Elemente einer Zeile (Spalte) mit A € R, so ist
fiir die entstehende Matrix A’:  |A'| = | A].
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3. Addiert man zu allen Elementen einer Zeile (Spalte) ein A—faches der
entsprechenden Elemente einer anderen Zeile (Spalte), so dndert sich
die Determinante nicht.

Beispiel
+ 9 + - +3
1 —4 2 0 -3 b=t 2 0=
-9 6 —1 1 3 -2 6 -1 1 3
-4 10 3 2 5 |= 0 -2 5 0 —1]|=
3 -10 1 -2 4 L9 1t 10
2 3 1 0 -4 - -1 0
2 -3 1 0 —4
+
I =4 2 -3 1 -4 2 -3
-2 5 -1
0 -2 5 130 2 5 -1\l T ] o E
-1 2 -1 10 0 —2 1 7 5 _3 9
2 -3 1 -4 0 5 -3 2
3. Zeile — 2 x 2. Zeile

4. Zeile — 2 x 2. Zeile

Entwicklung der Determinanten nach der 4. Spalte
3. Zeile + 1. Zeile

4. Zeile - 2 x 1. Zeile

Entwicklung der Determinanten nach der 1. Spalte

[cfle]  [eo]]

Berechnung der Determinanten nach SARRUS

5.2.6 Satz

A sei eine n x n Matrix. A~! existiert genau dann, wenn |A| # 0. Ist |A| # 0,

so gilt A~ = ‘7}| - (bi1,) wobei by, = (—1)"*|U|. (Ug; wie in 5.2.3, d.h. k-te
Spalte und i—te Spalte streichen.)

Beispiel
3 -2 4
A=16 0 1 |A| = 65 = A~} existiert.
2 5 —3
0 1 6 1 6 0
\U11\—’5 ’——5 \U12\—’2 3’——20 |U13|—’2 5



|Ua1| = =14 |Uze| = =17 |U2s| =19 |Us1| = -2 [|Usz| =21 [Us3| =12

+ -+
T

_ -+ —
A=l 20 17 21
+ -+

30 ~19 12

5.2.7 Definition: Permutation

Es seien n eine positive ganze Zahl und N,, = {1, 2, ..., n}. Dann heifit
jede ein—eindeutige Abbildung 7 : N,, — N,, eine Permutation von N,. Die
Menge aller Permutationen von N, bezeichnen wir mit 5,,. Die Anzahl der
Elemente von S, ist n!.

Schreibweise von Permutation 7: 7(1), 7(2), ..., 7(n).

Beispiele

Sy = {123, 231, 312, 213, 132, 321}
Sy = {12, 21}
Sy = {1}

Gelten fiir die Zahlen 4, j die Ungleichungen 1 < ¢ < j < n und 7(i) >
7(j), so bezeichnet man das als Ordnungswidrigkeit der Permutation 7. Das
Signum einer Permutation 7 ist definiert als sign(7) = 1 falls 7 eine gerade
Anzahl von Ordnungswidrigkeiten aufweist (gerade Permutation), sign(7) =
—1 sonst (ungerade Permutation).

Beispiele

n=1 1: gerade

n =2 12: gerade, 21: ungerade

n =3 123,231,312: gerade (0 bzw. 2 Ordnungswidrigkeiten)

213,132, 321: ungerade (1 bzw. 3 Ordnungswidrigkeiten
5.2.8 Satz: Leibnitz’sche Formel
Fiir eine n x n—Matrix A gilt:
det(A) = > sign(r) - ar(1),1 - Gr@)2 - Gr(n)n
TGSn

Jeder Summand enthélt aus jeder Zeile und jeder Spalte von A genau
ein Element.
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Beispiel
n =2

ail a2

= (+1) - a1 - az + (=1) - a1 - an
a a2

5.3 Lineare Gleichungssysteme

5.3.1 Definition: Lineares Gleichungssystem

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten 1, . ..

hat die Form:

a1 x4+ a2 + ...+ apcx, = by
as -r1 + ax-x2 + ... + axp-xT, = b
Aml*T1 4+ am2-T2 + ... + Qun-Tn = by
a;r, : Koeffizienten des Systems
b; : Storglieder
Sind alle b; = 0, so heifit das lineare Gleichungssystem homogen, sonst
inhomogen.
Beispiele:
1 + z = 3 r1 + x2 = 3
51{331—1’2:1 82{$1+x2:1
Z1 + T2 = 3 T —+ Ty = 0
53{—1‘1 — T2 = -3 54{—;1?1 — T2 = 0
Sy ist homogen, 57, S2, S3 inhomogen.
S1 hat eine Losung
So hat keine Losung
S3/4 haben unendlich viele Losungen
Das lineare Gleichungssystem
1 + 2-x9 + 323 = 3
2-x9 + x3 = 3 sogenannte Dreiecksform
— 4. r3 = 4
besitzt die Losung: 3. Gleichung = z3 = —1, in die 2. Gleichung einsetzen

= x9 = 2, beide in die 1. Gleichung einsetzen = x1 = 2.
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Gauf3—Elimination

Man versucht, durch Umformungen, die nichts an der Losungsmenge dndern,
das lineare Gleichungssystem in die Dreiecksform zu iiberfiihren. Giiltige
Umformungen sind:

1. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0

2. Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile

Beispiel:
gy — 49 + 2.3 = -9
—-3-11 + x2 = 6
4-x1 + 2-x9 2-x3 = -2

Kiirzere Schreibweise:

Tl T2 I3 ‘ 1 T T T3 ‘ 1
1 -4 2|1-9 (a) 1 -4 21 =9 (a)

-3 1 0 6 (b) 0 —11 6|—-21 ()=(b)+3"(a)
4 2 =2]1-2 (¢ 0 18 —10| 34 (d)=(c)—4-(a)
n w2 ws| 1 = 13 = 2,19 = 3,1 = —1

1 _4 2 _9 ( ) xr3 = y L2 = )xl -

0 —11 6|21 (V)= (b;l—i- (a) (eine Losung)
)

3
0 18 —10| 34 (d)=(c)—4-(a)

Bemerkung: Zeilen, die nicht mehr veréindert werden und Spalten in denen
nur Nullen stehen kénnen weggelassen werden.

5.3.2 Beispiele

1.

I T2 I3 1 2 z 1
2 3
1 -3 5 | 26 z3 | 1
2 2 1|12 7 _3_28: 040
-3 5 —61] 2
= keine Loésung!

2.

I T2 I3 1 . . ‘ 1
2 3

3 1 =21 3 T3
24 10 -1325 © 2 3 1T 7070

-6 —4 1| -7
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z3-0=0= 23 =X (X € R) einsetzen in mittlere Gleichung: xs =

% - % -\, 2 und z3 in erste Gleichung einsetzen = x1 = % + % -\ (es

gibt unendlich viele Losungen).
A heiflt Losungsparameter

5.3.3 Lineare Gleichungssysteme in Matrizenschreibweise

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem aus 5.3.1.

Setzt man
a1 a2 - Qin 1 b1
a1 a2 - G2p x2 ba
A = xr = b =
Aml Am2 - Qmn Tn by,

so 148t sich das lineare Gleichungssystem in der Form schreiben.

A :  Koeffizienten-Matrix
b : Spaltenvektor der rechten Seite
x : Ldsungsvektor

Sei A eine n x n Matrix und regulér (d.h. invertierbar). Multipliziert
man beide Seiten von links mit A~!, so erhélt man:

A Az =471 = x=A"1b
E

Beispiel:

xr1 + To = 2
rT + 2-x9 = 3

B L[ o2 4
det(A) =1=> A _[_1 1}

a2 ] [3]- 1]
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Bemerkungen
1. Ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax besitzt stets die
sogenannte triviale Losung.

2. Sind y1, . .., y, Losungen der Gleichung Ax = 0, so ist auch y =
a1yy + .- - + apyg, da

Ay =Alay1 + ... +apyr) = a1 Ayg +... +ap Ay, = Ay =0
0 0

3. Allgemeine Losung in Vektorenschreibweise
Ein lineares Gleichungssystem besitze die Losung:

r1 = 1 4+ 3\ —4u
To = =2 + A 4+ pu
r3 = A
Ty = B
I 1 3 —4
R 2 1
Als Vektor: z = o | = 0 + A 1 + 0
T4 0 0 1

5.3.4 Satz

Gegeben sei das m x n lineare Gleichungssystem Ax = b. Ist dieses System

1. inhomogen, so besitzt es entweder keine oder genau eine Lésung oder
unendlich viele Lésungen

2. homogen, so besitzt es nur die triviale Losung x = 0, oder unendlich
viele Losungen

Wenn A eine n x n reguldre Matrix ist, dann besitzt dieses System genau
eine Losung © = A~ b,

5.3.5 Berechnung der inversen Matrix A~! mit dem Gaufi—
Jordan Verfahren

Methode:

1. Man schreibt die Matrix A|E hin (E: Einheitsmatrix).

2. Man transformiert die Matrix so, daf} sie in die Einheitsmatrix iiber-
geht. Die selben Transformationen werden auch auf E angewendet.
Dann geht F in die inverse Matrix von A iiber.
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3. Zuléssige Transformationen:

(a) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0

(b) Addition einer Zeile mit A zu einer anderen.

Nur Zeilenoperationen!

Beispiel:
A E
b2 -l 1T 2 —1]1 0 0
A=12 5 -1 —
1 9 0 2 5 —-1/0 1 0
1 2 0|0 0 1
A FE A E
1 2 -1/ 1 00 21 20/ 0 0 1|3
— —
O 1 1}/-2 1 0 0O 1 0/-1 1 -1
0 O 1/-1 0 1 0O 0 1|-1 0 1
E E =A1
1 00 2 =2 3
0 1 0|-1 1 -1
0 0 1|-1 0 1
2. Zeile — 2 mal 1. Zeile
3. Zeile — 1. Zeile
2. Zeile — 3. Zeile
1. Zeile + 3. Zeile
1. Zeile — 2 mal 2. Zeile
5
Sei b = | 10 |, A wie oben. Man lése das lineare Gleichungssystem
4
T
Ax =b, wobei ¢ = | xo |. Losung: x = A~1b.
3
2 =2 3 5
-1 1 -1 |-]10 | = 1
1 0 1 4 -1
$1:2,IL‘2:1,1‘3:*1
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5.3.6 Rundungsfehler

T + Tog = 2 r1 + Ty = 2
1 + 1,0001-2, = 2,0001 1 + 1,0001-22 = 2
Berechnung des linearen Glei- Berechnung des linearen Glei-
chungssystems ohne Rundungs- chungssystems mit Rundungs-
fehler fehler

Losung: 1 =29 =1 Losung: 1 =2, 29 =0

= das lineare Gleichungssystem ist schlecht konditioniert.

5.3.7 Satz: Cramer’sche Regel

Ax = b sei ein regulédres n x n—System. Aj sei die Matrix, die aus A entsteht,
wenn man deren j—te Spalte durch b ersetzt. Dann gilt die Losung;:

det Aj ,
T =[r1,..., 20" 2y = detA] (Jj=1,...,n)
5.3.8 Beispiele
n=1:2-z=4 x=[z]" 331:3228;:2
n=3
2.z + b 2-xz3 = 10 2 1 =2
3-x1 + 229 + 2-23 = 1 pdetA=|3 2 2 | =-7
521 + 429 + 323 = 4 5 4 3

5.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

5.4.1 Eigenvektor

Es sei A = (a;;) eine n x n Matrix und = = (21,...,2,)7 ein Spaltenvektor.
Dann heifit x Figenvektor von A zum Eigenwert A, wenn

Ax = \x

(wichtig:  # 0, A-0 = X0 fiir beliebige \).
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5.4.2 Eigenwert

Eine reelle Zahl X ist genau dann Eigenwert von A, wenn

det(A—X-E) =0

5.4.3 Beispiele

72 0 7T—A 2 0
A=| -2 6 -2 det(A—X-E)=| -2 6-\ -2
0 -2 5 0 -2 5-2A

N3 18X2 — 99N + 162 =0
Die Losungen sind Ay = 3, Ay = 6, A3 = 9.

Allgemein ist P(\) = det(A — AE) ein Polynom n-ten Grades, das cha-
rakteristische Polynom von A. Die Gleichung P(\) = 0 heifit charakteristi-
sche Gleichung.

5.4.4 Bestimmung der Eigenvektoren

Sei A wie in 5.4.3. Um die Eigenvektoren zu A\; = 3 zu bestimmen miissen
wir alle Losungen eines linearen Gleichungssystems

Az =3z~ (A—-3E)x =0

bestimmen, wobei x = (1, 22, r3)7.
41 — 2x9 =0
—2x1 + 3x9 — 223 = 0
— 2z, 4+ 223 = 0

= homogenes lineares Gleichungssystem, Losung (z.B. durch Gaufi—Elimination)

:Elzé,l‘zzt,l‘g:t, (tER).

I 1/2
x= |z | =t 1 (t #0)
T3 1
fiir Ao = 6 und A3 = 9 analog. ..
-1 2
Ao=>x=1 —1/2 A==t =2
1 1
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5.4.5 Satz

Ist A eine symmetrische Matrix, dann sind alle Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms reelle Zahlen.

Beispiel
. 20 .
Mehrfache Eigenwerte A = { 0 2 } ( = 2F = Az = 2z fiir alle x)
12=Xx 0 - 9
det(A—xE)—’ 0 2_)\'—(2—)\) =0
Al =X =2

= jeder Vektor # 0 ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 2
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Kapitel 6

Analytische (Geometrie

6.1 Vektoren

6.1.1 Definitionen

Ein Pfeil im dreidimensionalen Raum ist ein geordnetes Punktepaar (P, @),
P: Anfangspunkt, Q: Endpunkt. Zwei Pfeile sind gleich, wenn ihre Anfangs—
und Endpunkte iibereinstimmen. Sie heiflen parallelgleich, wenn sie durch
Parallelverschiebung ineinander {ibergehen. Alle zueinander parallelgleichen
Pfeile bilden jeweils eine Klasse (Menge) von Pfeilen. Die Klassen parallel-
gleicher Pfeile nennt man Vektoren. Schreibweise: @, @, .. .oder m

Die Menge aller Vektoren bezeichnen wir mit V. O bezeichnet den zum
Pfeil (0,0) gehdrenden Vektor. @ und b heiBen parallel (oder kollinear), wenn
die Reprisentanten (Pfeile) der Klassen @ und b parallel sind. Dabei wird
zwischen gleichsinnig parallel (d 17 E) und gegensinnig parallel (d 7] E)
unterschieden. @ und b heiBen orthogonal (senkrecht) wenn die Représen-
tanten von @ senkrecht zu den Reprisentanten von b sind, (Schreibweise
@ L b), zusiitzlich setzen wir fest: O L @ (V@ € V). Unter der Linge (bzw.
dem Betrag eines Vektors d@ verstehen wir die Lénge eines den Vektor @
reprasentierenden Pfeils (Schreibweise: |d@| oder a).

6.1.2 Vektoroperationen

Vektoraddition: Unter der Summe von @ und b verstehen wir den Vektor c,
der sich aufgrund der Parallelogrammregel aus @ und b ergibt. ¢ = d+b.
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Eigenschaften:

(a) a+b = b+4a

(b) (@+b)+¢ = d+(b+7)

(c) a+O0 a

(d) zu jedem @ € V gibt es genau einb e Vmita+b=0

Schreibweise: b = —d. @ = AB = —d = 37; i—di=AA=0

Multiplikation mit einer Zahl: Es sei @ € V und A € R. Unter dem
Produkt \-@ (oder \d@) verstehen wir den Vektor dessen Betrag |A| - |d]
ist und der fiir A > 0 gleichsinnig parallel zu @, fiir A < 0 gegensinnig
parallel und fiir A = 0 der Nullvektor ist.

Eigenschaften:
(@) A-(u-a) = (A-p)-a
(b) A+p)-@a = X-a+p-a
() A-(a+b) A-d+A-b

d heifit Finheitsvektor, wenn |d| = 1 ist. Ist @ # 0 ein beliebiger Vektor,

1

so ist dp = Fil - d Einheitsvektor (der zu @ gehérende normierte Vektor).

6.1.3 Beispiel

Die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen Vierecks bilden die Eckpunkte
eines Parallelogramms. Viereck: ABC D, Mittelpunkte EFGH.

Zu zeigen: EF = HG.
Esgilt:ﬁ—l—B?:ﬁ—l-m,

auBerdem ist EF = %m—l—%B? und HG = %E—i—
Da AB + BC = AD + DC ist EF = HG.

IDC.
6.2 Skalarprodukt, Vektorprodukt, Spatprodukt

6.2.1 Definition: Skalarprodukt

Es seien @,b € V ~ {O} und ¢ der von @ und b eingeschlossene Winkel mit
0 < ¢ < 7. Unter dem Skalarprodukt von @ und b verstehen wir die Zahl
a-b=1dl-[b|-cosp.Ist a=0 oder b=0 ,soseid-b=0.
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Graphische Darstellung

L1
an — - a
|dl
y Go - b= |do| - |b] - cosp = |b] - cos
k. =3
¢ ¢ = |b] - cos ¢ - @
6.2.2 Satz
(a) a-a = |af? @-a>0fird+#0
(b) 6-11 > 0 wenn 0 < ¢ < §
(¢) a-b < 0 wenn § < <7
(c) @b = a-b
(d X-@-b) = (A-a-b=a-(A-b)
(e) @ (b+7) a-b+a-c
(f) a@aLlb & q-b=0
() atth & a-b=la-_
atlb & a-b=—|d- |y

6.2.3 Anwendung

Die Vektoren c_i,l_; und ¢ (# 6) seien orthogonal, und sei ¥ ein beliebiger
Vektor. Wir suchen «, 3,7 € R mit ¥ = a@’—i—ﬂ-5+7-E’(Linea7’k0mbination
von d, 5, und ¢).

Wir multiplizieren beide Seiten skalar mit a:

i-t=a-li=a=—- (@-b=0, @a-¢=0)

ad, ﬁg, ~¢ : Komponenten von ¥ in Richtung von @, bund ¢
Sind @, b und ¢ Einheitsvektoren, so gilt:

-

t=(@a-0)-i+ b 0)-b+(¢-0)-¢
Zahl!
6.2.4 Definition: Vektorprodukt

Es seien @, beV~ {6} und @ nicht parallel zu b. Unter dem Vektorprodukt
(oder Kreuzprodukt) von @ und b verstehen wir den folgenden Vektor ¢ mit
den Eigenschaften:
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=,

() |d=lal [f-sina a=L@H)
(b) ¢ steht senkrecht auf @ und b
(¢) @ bund & bilden (in dieser Reihenfolge) ein Rechtssystem.

(d — Daumen, b— Zeigefinger, ¢ — Mittelfinger der rechten
Hand).

Schreibweise: ¢ = d x b, sprich ,,a kreuz b“. Fiir @ = O oder b = O sei
a x b= 0, ebenso wenn a und b parallel sind.

Geometrische Deutung:

A: Flicheninhalt des Parallelogramms
h: Hohe h = |b| - sin¢
A=1a|l-h=|a-b| sine

K fra A=}

a

axb

6.2.5 Satz

Fiir alle @, b und ¢ € V gilt:

(a) dxb = —bxd
(b) @x (b+@) (@x b)+ (@ x &
() A-(@xb) (A-@)xb=ax (\-b) AeR
(d) @xb=0 <« ad=0oderb=0 oderil b
6.2.6 Satz

Die Vektoren @, b, ¢ und @ x (b x &) sind komplanar (d.h. parallel zu einer
Ebene), und es gilt:

ix(bxd)=(@-d&-b—(@a-b)-c
(b und & spannen die Ebene auf).

Bemerkung: Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ!

6.2.7 Definition: Spatprodukt
Das skalare Produkt aus @ x b und ¢ heifit Spatprodukt, Schreibweise: [d@ b c]

Geometrische Deutung:

A
axb A: Flicheninhalt der von @ und b auf-
gespannten Grundfléche
h 65 V: Volumen h: Hohe
A V=Axh

oL
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A = |axb
h

#V:A-h:‘ﬁxg- ¢l - cosp| =
e | ol

—.

(6xb)-5‘:‘[655]‘

Betrag des Spatproduktes = Volumen des Spats

6.2.8 Satz: Eigenschaften des Spatproduktes

(&) |
(b) [

cab

L
= —[bd]

Sl

QY
Ol I

bé

[b

STERST)

SHRSA]
0L .0y

6.3 Vektorrechnung unter Verwendung eines
Koordinatensystems

6.3.1 Definition: Linearkombinationen

Gegeben seien die Vektoren dy,...,d,. Jeder Vektor b der Form b = ay -
ai+...+ ay - a, heiit eine Linearkombination der Vektoren d,...,d,. Die
Vektoren di,...,d, heilen linear abhdngig, wenn reelle Zahlen aq,...,ay,

existieren, die nicht alle Null sind, so dafl a1 -d@1+...ap - @, = O. Andernfalls
heiflen d, . .., d, linear unabhdngig.

Bemerkungen

a) zwei oder mehr kollineare Vektoren sind immer linear abhéingig
b) drei oder mehr kollineare Vektoren sind immer linear abhéngig
¢) in V sind 4 oder mehr Vektoren immer linear abhingig

6.3.2 Satz

Sind €1, € und €3 € V drei linear unabhéngige Vektoren, so 148t sich ein
beliebiger Vektor @ eindeutig als Linearkombination @ = o -€1+as-€5+as-€3
darstellen. Man sagt je drei unabhéngige Vektoren bilden eine Basis in V.
Ist eine Basis festgelegt, so geniigt fiir die Beschreibung eines Vektors die
Kenntnis seiner Koordinaten. Die numerische Behandlung wird besonders
einfach, wenn man ein sogenanntes orthonormiertes System benutzt.

Das heifit: €1, €5, €5 sind orthogonal, Linge = 1 und €1, €5 und €3 bilden
ein Rechtssystem.
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o
&
. B
B
05
=5
t+

€1-€=¢-€3=~¢Ey-e3=0 (Orthogonalitéit)
€1-€ =€yr-€y=¢€3-€3=1 (Einheitsvektoren)
€1 X €9 = €3, €o X €3 = €1, €3 X €1 = €3 (Rechtssystem)

[51 52 _'3] =1

Ist A ein Punkt, so versteht man unter den Koordinaten von A die Ko-
ordinaten des Vektors OA = (a1, az, a3)”. Schreibweise: A(a1, az, a3).

Den Pfeil (O, A) nennt man auch Ortsvektor des Punktes A. (Eigentlich
handelt es sich um einen Pfeil, keinen Vektor!). Der Ortsvektor wird mit 74
bezeichnet.

6.3.3 Satz

Gegeben seien die Vektoren @ = (ay, as, az)’ und b= (b1, b2, b3)T. Dann
gilt:

(a) @+b = (a1+bi,az+ by, ag+b3)7T

(b) A-ad = ()\'&1,)\'&2,)\'&3)71 ()\GR)

(¢) |a] = Vai? +az? + asz?

(d) EI:E = al;b1+a2-bg+a3-b3

(e) cosp = c_i:b — ai-bi+as-ba+az-b3 (&’ 7& 67 575 6)

|a@

B a2 +az?+az?+/b1 2 +bs2+bs?

6.3.4 Beispiel

Dreieck ABC mit A(1, 2, 3), B(2, —1, 3), C(3, 1, —1).

Zu bestimmen sind: «, £ und 7 so-

wie die Seiten a, b und c.

i = 7p—ic=(-1,-247

Sl
I

Fo—7a=(2, -1, —4)7T
(7o der Ubersichtlichkeit
halber nicht dargestellt) ¢ = ig—7a=(1,-30)7T

a=+V12+22+42 =21 analog b = V21, ¢ = V10

cos o = = = a = 69°49

a = b = Dreieck ist gleichschenklig = = a und v = 180° —a — 3 ~ 40°22’
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6.3.5 Satz

Fiir @ = (a1, az, az)” und b= (b1, b, b3)T gilt:

ﬁxg:(ag-bg—CLg'bQ,CLg'bl—al'bg,al'bg—ag-bl)T

€1 € €3
Merkregel: d x b=1| a1 as ag
b1 by b3

Diese Determinante wird (formal) nach der 1. Zeile entwickelt.

6.3.6 Beispiele
1. Dreieck ABC wie in (6.3.4). Der Fldcheninhalt F' ist zu bestimmen.

1 .
F = B axb (Def. Kreuzprodukt)
B €1 € €3
dxb=| -1 2 4|=08+4,8-4,1+4T =12, 4,57
2 -1 —4

1 1
F = VI +16+25 = 5\/185 ~ 6,8

2. Man bestimme den auf @ und b senkrecht stehenden Einheitsvektor
co, so daB @, b, ¢ ein Rechtssystem bilden, wobei @ = (2, 1, 3)” und
b= (-1, 3, —2)T.

C=dxb danncl a, cL

S

und d, g, ¢ Rechtssystem.

€ € €&
c=| 2 1 3|=(-2-9, -3+4,6+1)" =(-11,1,7)7
-1 3 -2
|E]:\/171:>E’0:i-6’: L(—u 1,7
|] 171 o

Dann gilt: |65 =1

6.3.7 Satz

Fiir @ = (a1, ag, as), b= (b1, ba, b3), ¢ = (c1, ca, c3) gilt:

ap az as
@b =| b by b
i C2 C3

Die Vektoren d, b und @ sind genau dann unabhéngig, wenn [d@ b d #0.
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6.3.8 Beispiel

Das Volumen V sowie die Hohe h der Pyramide ist zu berechnen, die als
Grundfliche das Dreieck Pi(1, 1, 1), P5(5, —2, 2), P3(3, 4, 3) und als Spitze
S(4, 2, 8) hat.

a = Pb—P = (4, -3, 17T
SA
b = P3—P = (2,327
¢ AN ¢ = S-pP = (31,707
b/ s
Py a P
Volumen vom Spat:
4 -3 1
1 31
3 17

V= % - A - h wobei A den Flacheninhalt der Grundfliche bezeichnet.

1 o
A= —laxb|
2
B €1 € €3
dxb=| 4 -3 1|=(-6-3,2-8,12+6)T =(-9,-6,18)7
2 3 2

> 1
|dxb=v81+36+324=21 = h:%:%
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6.4 Anwendungen in der Geometrie

6.4.1 Gerade

Parameterdarstellung

Gegeben sei der Punkt Pj(xq, y1, 21) sowie ein Vektor a@ # O. 7 sei der
—
Ortsvektor OP; und 7 der Ortsvektor OP mit

—

(t eR) Parameterdarstellung der Geraden g

_.
+

~
s

=

P liegt auf einer Geraden g durch P in
Richtung des Vektors a.

a : Richtungsvektor
t : Parameter

Zweipunktgleichung

Gegeben:  Pi(x1, y1, 21), Pa(w2, Yo, 22).
Dann ist @ = 75 — 7 ein Richtungsvektor
fiir g.

:>g:F:F1—I—t-(F2—F1) (tGR)

(Zweipunktgleichung der Geraden g) 5

Beispiel: Gegeben seien die Punkte Pi(1, 2, 3) und P>(—2, 3, —1). Man
bestimme den Spurpunkt S der Geraden g (durch P; und P») in der
xy—Ebene.

m=(1,2,3)7 S T
7?2 = (_27 35 _1)T —a= ( 3’ 17 4)

F=(1,2,3"+t- (=3, 1, 4T  (teR)

Mit 7 = (z, y, 2):

r =1 — 3t
y = 2 4+ t p Koordinatengleichungen von g
z = 3 — 4

Fir Sist z =0, z:3—4t:0:>t:%

Einsetzen fiir z,y: S(—g, %, 0)
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Parameterfreie Darstellung
Gegebenseig: 7= 7i+t-@, t € Rmit7 = (z, y, 2)T, 7 = (z1, y1, z21)7 und
@ = (a1, az, a3)”. Nun werden beide Seiten der Geradengleichung vektoriell
von links mit @ multipliziert.
M+ dx (t-a)
Y
o

AXT=dax

ix([F—i)=0

Determinantenschreibweise

& & & ) az(z—z1) = as(y—uy1)
ay as a3 | =0 oder a1(z—2z1) = ag(zx—x1)
T—T1 Y—y1 2—21 aq (y - yl) = a3(a: - .’IJ1>

6.4.2 Lagebeziehungen von Geraden

—

Gegeben seien die Geraden g1 und ¢go mit g; : ¥ =71 +t-d; und g9 : ¥ =
75 + t - dy. Diese Geraden koénnen:

a) parallel sein (das gilt genau dann, wenn @; und dy kollinear sind)
b) gleich sein (a7, dy und 7 — 7] sind kollinear)

¢) sich in genau einem Punkt schneiden
)

d) windschief sein (weder Schnittpunkt noch parallel)

6.4.3 Beispiele

(a) Man untersuche die Lagebeziechung von ¢g; und go.
g1 F: (17 _47 _6)T +1- (27 47 G)T
g2 T=0(4,2,3)T+s-(1,2,3)7

ay =2-dy = g1 g2
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(b) Gegegeben seien die Geraden:
g1 7=(4,2,3T+s-(1,2,3)T
go: 7=(1,0,2)T +¢-(3,2, )T
g3: 7= (11, DT +u-(2,2, )T

91 f g2, da die Richtungsvektoren nicht kollinear sind. Haben g; und
go einen Schnittpunkt, so gilt:

(4,2,3) " +50-(1,2,3)7 =(1,0,2)" +t0- (3,2, 1)"

in Koordinatenform:

4 4+ sop, = 1+3-tg = so—3-tg = -3 1. Koord.
2425 = 2-tg = sp — tg = -1 2. Koord.
3435 = 24+ tg = 3-s9— to = -1 3. Koord.

= lineares Gleichungssystem, Losung: sg = 0, tg = 1. Schnittpunkt:
S(4, 2, 3) (durch Einsetzen von sg oder tp).

Schnitt von g; und g analog:

s1 — 2-ug = -3
2-51 — 2-uyp = -1 keine Losung
381 — uy = —2

91 ff g2 = g1 und g2 sind windschief

6.4.4 Abstand

a) Abstand eines Punktes von einer Geraden

Abstand eines Punktes von einer Geraden:
die kiirzeste Entfernung zwischen Py und
Punkten von g. Py

— — Py
ro=0R, 11 =0P i)
7 =O0P, =7+ (dh t =1) 9

Die Vektoren @ (@ = 7 — 71) und 7 —
r1 spannen ein Parallelogramm auf, dessen
Hohe gleich dem gesuchten Abstand d ist.
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Flécheninhalt: |@| - h = |@ x (7o — 72)]
= h=d="—""2_"21 @ # O

Beispiel: Py(1, —2, 5), g geht durch P;(—2, 5, 1), P»(3, 1, 4).
—=(,-4,3T |3 =50

1= (3, -7, 4)7

x (fy — ) = (5, =11, —23)7

ST

!
Lot

<
<

0

ST

1
d=——-v/25+ 121 +529 = > - /6

V50

b) Abstand zweier nichtparalleler Geraden

DO o

g1: = 7™ + s-da
g2:7 = T2 + t-dy

Abstand d : kiirzeste Entfernung zwischen Punkten von g1 und g¢o

=L

91 #f g2, dann a@; x da 7&6

\[ay az (72 —71)]|

d= -
\al X CL2|

(Beweis wie a)

Beispiel:
91:77 - (2a _L 3)T + S'(la Oa B)T H/
g2:7 = (1,0, 47 + s-(-2,3,1)7T 1492
a = (1,0,3)T 1. . e & e
al B 2_2 3)1)T}a1><a2— 1 0 3|=(-9, -7,37
2 ) ) _2 3 1

M- =(=1,1,-71" |a xd|=v92+7+32 =139

1 0 3
[al i (Fgfm}: 23 1|=-19
1 1 -7
19
=d=—— ~161
V139
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c) Abstand paralleler Geraden

d(g1, g2) = d(P1, g2) wobei P; ein beliebiger Punkt von g; ist. Daher erfolgt
die Berechnung analog zum Abstand Punkt—Gerade.

6.4.5 Die Ebene

Die Ebene FE ist bestimmt durch den Punkt P;
und die zwel nichtkollinearen Vektoren @ und b.
Fiir alle Punkte von F gilt dann:

31:0
T
m&

F=f+s-@+t-b (s,t€R)

(Parameterdarstellung der Ebene E)

Ist eine Ebene durch 3 Punkte P, P, P3 mit den Ortsvektoren 77, 75,
73 gegeben, so konnen die Richtungsvektoren durch @ =75 — 71, b =75 — 7}
ersetzt werden:

F=r1+s-(fa—7)+1t- (73 —71) (Dreipunktgleichung)

6.4.6 Beispiel

Man bestimme die Ebenengleichung fiir die Ebene E, die durch die Punkte
Pi(1, =2, 4), P»(—3, 4, 1) und P3(2, 1, 7) aufgespannt wird.

-7 = (—4,6, -3)T  m—f=(1,3,37

E:f=(1,-24"+s(-4,6,-3)" +1-(1,3,3)"

Mit 7 = (z,y, 2)T :

r = 1 — 4.5 4+ 1-¢
y = —2 4+ 6-s 4+ 3-t p Koordinatengleichung
z = 4 — 3-s + 3-t

Elimination von s und t¢:
1. Gleichung: t =z +4 - s — 1 in die 2. und 3. Gleichung einsetzen.

II. y=-5+18-54+3 -z

III. 2=149-5s+3-x / mal 2, von II. abziehen:

y—2-z:—7—3-x:>’3-a:+y—2-z:—7‘ (parameterfreie Form)

77



6.4.7 Ebenengleichung in parameterfreier Form
E:r= _‘1+S-C_L’+t-l_)»:>7?—7_"125~6+t-g
Beide Seiten mit @ x b skalar multiplizieren.

-, -, -,

(F—7)-(@xb)=0 (da(@xb)Ladundb)

[(F—71)dbl=0 (Spatprodukt)

Beispiel: Ebene E wie in 6.4.6.

r—1 y+2 z—4 (x—1)[6-3—3-(=3)]+
—4 6 -3 |= (y+2)[(-4)-3-3-1]+ =0
1 3 3 (z—=4)[(-4)-3—-1-6]
3-z4+y—2-2=0
Ein Vektor 7 # O heiBt Normalenvektor der i
Ebene E, wenn 1 L F. 7
Jeder Normalenvektor 148t sich in der Form §§ .
“—E

-,

A=X-(@xb) (A£0)

—

schreiben. Ist 77 ein beliebiger Normalvektor, so ist (" —71) - 77 = 0 eine
Gleichung der Ebene. Es gilt:

1
7o o= 77 / i
- p. g
|73 |73

Mit g = % gilt |7o| = 1 und ’E DT Ty = d‘ (Hessesche Normalform)

7]
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In Koordinaten:

7= (z,y, Z)T o = (n1, n2, n3)T

ny-xr+ne-y+ng-z=d mit 712+ n9’ +ng2 =1

Sei Py(xo, Yo, z0) ein beliebiger Punkt mit Ortsvektor 7. Der Abstand
des Punktes Py von E ist gleich |7 - 7ig — d.

Spezialfall: |d| ist der Abstand der Ebene vom Ursprung

6.4.8 Beispiele

(a)

PI(L 07 0)7 P2(07 1a 0)7 P3(07 07 1)

Man bestimme eine Gleichung der Ebene F, die durch diese Punkte
geht. Wie grof} ist der Abstand des Punktes Py(3, 3, 4) von E?

Dreipunktgleichung: E : 7 = (1, 0, 0)7 +s- (0, 1, 0)T +¢- (0, 0, 1)
~— —

a b
0:%'(17171)7—‘

1 L. L .2=d mit P, erhalten wir d =

-

= Hessesche Normalform: % -+ % -y + % sz =

Sl

Abstand E-Py:

1 1 1 1 9
7.x+7. _‘_7.2’_7:7
BBV AT BT

Es sei W ein Wiirfel der durch die Eckpunkte (£1, +1, +1) definiert
ist, sowie P(1, 1, 1) und Q(—1, —1, —1). Die Ebene E sei orthogonal
zZu Pﬁ und gehe durch den Nullpunkt. Wie sieht die Schnittfliche der
Ebene mit dem Wiirfel aus?

Aufstellen der Ebenengleichung: ]@ ist ein Normalenvektor fiir F, 0}
ein Punkt der Ebene, daher

E: 2.2 + 2y + 2-2z =0
E:  x + y + z = 0

Ein Wiirfel hat 12 Kanten, die sich folgendermafien beschreiben lassen:

{(£1,£1, 2 ): =1 <2< 41} 4 Kanten
{(£1, y, £1): -1 <y <41} 4 Kanten , 12 Kanten
{(z, £1,£1): =1 <2z < +1} 4 Kanten
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Die Schnittpunkte mit diesen Kanten lassen sich nun durch Einsetzen
der Gleichungen fiir die Kanten in die Ebenengleichung errechnen.

1+4142=0 z=—2  — kein Schnittpunkt!
1-142=0 z2=0 — Pi(1, -1, 0)

— Schnittpunkt immer dann, wenn die Vorzeichen der Einsen ver-
schieden sind. Es ergeben sich P(1, 0, —1), P3(0, 1, —1), Py(—1, 1, 0),
P5(—1,0, 1), Ps(0, —1, 1).

Diese Punkte ergeben ein regelméfiges Sechseck, da die Linge zweier
benachbarter Punkte immer /2 betriigt.
6.4.9 Lagebeziehungen von Ebenen

Es seien die Ebenen E; : 7= F1+s-d'1+t-51 und Fj : F:F2+s-&’2+t~gg
mit den Normalenvektoren 71 = @1 X b; und 7ig = da X bs.
Folgende Lagen sind moglich:

a) Ej und FEs sind gleich. Dann sind 77; und 72 kollinear und die Vektoren
7o — T1, d1, dg sind komplanar.
—

€E
ity X ity = O (kollinear)
[(Fy — 1) di d2) =0 (komplanar)
b) E; und Es sind parallel, aber nicht gleich.
iy X ity = O [(Fy — 7)) @) da] #0
¢) E; und Ey schneiden sich in einer Geraden, wenn
ity X fig # O

Winkel zwischen zwei Ebenen

Der Vektor @ = i1 X 75 ist ein Richtungs-
vektor fiir die Schnittgerade zweier Ebenen. na
Als Winkel ¢ zwischen E1 und Es bezeich- ) E2

net man den Winkel (> 0, < 90°) zwischen

den Normalenvektoren. 2. y

L(E, Br) = ¢ cos p =
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Winkel zwischen Gerade—Ebene
Der Winkel ¢ zwischen einer Ebene E und
n Gerade g wird unter Zuhilfenahme des ein-
g fach zu berechnenden Winkels 1 zwischen
dem Normalenvektor und der Gerade be-

% rechnet.

E cos =

72 - d
7]

n

-|al
L(E, g)=¢p =90 -1

6.4.10 Beispiele

a) Man untersuche die gegenseitige Lage der Ebenen:

FEi: - + y — z= 0 7
FEy: 52 4+y+6-2=14 7

I 0
L(Eq, Eg): cosp = -] =0 = =90

TR T

Richtungsvektor der Schnittgerade:

€1 € €3
d=iy xiy=| -1 1 —1|=(7,11, 47T
-5 1 6

Fiir die Parameterdarstellung brauchen wir einen Punkt von g, d.h.
eine Losung des linearen Gleichungssystems von oben (z.B. z = 0,
y=2z=2).

=g:7=(0,22)" +t-(7,11,4)7

b) Vom Punkt Py(1, 2, 1) wird auf die Ebene E : z — 2y + z = 7 das Lot
gefillt. Wo liegt sein Fupunkt S7

Man bestimme eine Gerade g, die durch Py geht und senkrecht auf £
steht.

gLl FE Pyeg S=gnNkFkE

Parameterdarstellung fiir g: @ = @ = @ = (1, -2, 1)T



Ts einsetzen:
n-(fo+to-n)=7 < ﬁ”f”o—i—|ﬁ|2‘t0=7
3 — 5 5
t0:§ = T:(§,—1, 5)

6.5 Lineare Riume

6.5.1 Definition

Eine Menge V' (# () heif3t reeller linearer Raum ( Vektorraum), wenn V eine
Addition, (bezeichnet mit a 4+ b, a,b € V') und eine Multiplikation mit einer
reellen Zahl (bezeichnet mit A - a oder Aa; A € R,a € V) definiert sind, die
folgende Eigenschaften besitzen:

(a) a+b=b+a

(b) (a+b)+c=a+b+c

(c) es existiert genau ein Element 0 € V mit 0 + a = a fiir alle a € V
(Nullelement)

(d) fiir jedes a € V existiert genau ein Element —a € V mit a + (—a) =0

e) l-a=

(
(f
(g
(b

)
)
) A (pra)=(A-p)-a AMpueR aeV
) A-(a+b)=X-a+ XD

)

A+up)-a=X-a+p-a

Man schreibt auch a — b anstelle von a + (—b).
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6.5.2 Beispiele fiir lineare Radume
1. V=R oderV=R¥
2. V=P, ={p:R — Rist ein Polynom < n—ten Grades}
3. V : Menge aller m x n Matrizen
4. V : Menge aller reellen Funktionen

5. V' : Menge aller komplexen Zahlen

Bemerkung: Aus den Eigenschaften (a)-(h) in 6.5.1. folgt: 0 - a = 0 und

—a=(-1)-a
Beweis:
(140):a = 1-a = a
(h) =0-a=0
(140)-a = 1-a4+0-a = a+0-a
_ () _
a+(-1)a = l-a+(-1)-a = (1+(-1))-a = 0-a
=(-1)-a @ _q

6.5.3 Definition: Unterraum

Eine Teilmenge U C V heifit Unterraum des linearen Raumes V', wenn gilt:

(a) a,beU=a+beU
(b) acU, NeR=X-a€U

6.5.4 Beispiele
1. V=R? a=(ay,as,a3) €R® U={\-a; A\ €R}
Alra+Xra=AM+A)-a €U = (a)isterfiillt
A(dora)=(A-X)-a €U = (b) ist erfiillt

Deutung: Gerade im dreidimensionalen Raum

2. V=R U={(b, ba, b3) € R3 : b3 =0}

Deutung: Ebene im dreidimensionalen Raum

V=P (n21) U={pe P :p(2) =0}
U'={pe P:p2) =4}
U’ ist kein Unterraum von V,dap, g€ U = p+q ¢ U’

3.

4. V : Menge aller reellen Funktionen U = P,
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6.5.5 Definition: lineare Hiille

Seien v1,..., v, € V. Die Menge lin(vy,...,v,) = {\ - v1 4+ Ay - vy
AL,y ...y Ap € R} ist ein Unterraum von V, die sogenannte lineare Hiille von
Vly. ey Une

6.5.6 Beispiele
1. V=R? a=(ay, as, az), lin(a) = {\-a: ) € R}
Falls a # 0: Gerade mit Richtungsvektor a

2. V=PFP,,n>2
ar: ai(x)=1 (zeR)
az: az(x)=2 (z€R)
as: az(z) =22 (v €R)
Dann ist lin(a1, ag, as) die Menge aller Polynome hochstens zweiten
Grades.

6.5.7 Lineare Abhingigkeit

Ist mindestens einer der n Vektoren vy, ...,v, € V eine Linearkombination
der iibrigen n — 1 Vektoren, dann nennt man die Vektoren vy, ..., v, linear
abhdngig, andernfalls linear unabhdngig.

Bemerkung: vy, ...v, linear unabhingig < aus A\; -v1 + -+ Ay - v, =0
folgt Ay = Ao = --- = A\, = 0. Wire z.B. A\ # 0, dann liefle sich v; als
Linearkombination der iibrigen Vektoren darstellen:

LI &
W N N

Beispiel: V = P, (n > 2). Die Vektoren (Polynome) x + 1 und x — 1 sind
linear unabhéngig, die Vektoren z + 1, x — 1 und 1 sind abhéngig, da
zB.x4+1=1-(z—1)+2-1.

6.5.8 Definition: Basis

Ein Vektorraum heifit endlichdimensional, wenn endlich viele Elemente v,
..., Uy € V existieren, so dafl V' = lin(vy,...,v,). Sind dabei diese Vektoren
linear unabhingig, so heifit die Menge {vy,...,v,} eine Basis von V.
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6.5.9 Definition: Dimension

In einem endlichdimensionalen Vektorraum V hat jede Basis dieselbe An-
zahl n von Elementen. Diese Anzahl n heifit Dimension von V und wird
mit dim (V') bezeichnet. Ist e1, ..., e, eine Basis, &t sich jedes Element a
eindeutig als Linearkombination

a=ai-e1+--+ap-e, (a; €R)

darstellen. a;: Koordinaten von a bzw. der Basis {e1,...,e,}.

6.5.10 Beispiele
1. V=R3 Basis ist z.B. {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
2. V=P, dim(P,)=n+1

= ap 7"+ ap_1 2"+ a2t +oag

eine Basis ist {1, x, 22, 23,..., 2"}

3. Der lineare Raum V aller reellen Funktionen ist nicht endlichdimen-
sional, da P, ein Unterraum von V fiir beliebige n ist und dim(FP,) =
n + 1 = V enthélt beliebig viele unabhéngige Vektoren.

6.5.11 Rang einer Matrix

Es sei A eine m x n Matrix. Die Zeilenvektoren kénnen wir als Elemente des
linearen Raumes R" auffassen. Die lineare Hiille der Zeilenvektoren ist dann
ein Unterrang von R™. Die Dimension dieses Unterranges heifit Zeilenrang.
Analog definieren wir den Spaltenrang. Man kann zeigen: Die beiden Zahlen
sind immer gleich. Diesen gemeinsamen Wert nennt man Rang der Matrix

A.

Schreibweise: r(A)

Bestimmung des Rangs: Ahnlich wie bei der Losung von linearen Glei-
chungssystemen gibt es elementare Umformungen, die den Rang von
A nicht verdndern.

1. Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einer Zahl # 0
2. Addition einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte)

3. Vertauschen zweier Zeilen (Spalten)
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Durch diese Umformungen 148t sich A in eine Matrix folgender Form
iiberfiihren:

1 00 0 0
010 0 0
000 --- 1 ---0
000 ---0 ---0
(000 -~ 0 - 0]

Die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen (Spalten) dieser Matrix
ist r(A).

Beispiel (Matrix aus 5.3.2., Beispiel 2)

1 2 -7 2 1 2 -7 2
A=| 4 7 =26 9| |0 -1 2 1|=rA)=2
-3 =5 19 7 0 0 00

6.5.12 Satz

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems mit n Un-
bekannten ist ein linearer Unterraum der Dimension n —r wobei r der Rang
der Koeffizientenmatrix ist.
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Kapitel 7

Reelle Funktionen 11

7.1 Zahlenfolgen

In diesem Abschnitt: a1, as, ... eine Folge reeller Zahlen
7.1.1 Folgen
Schreibweise: a1, as, ..., {an 3, {2152, {an} ...

an: das n—te Glied der Folge

rekursive Definition: z.B. a1 = 2, as = a(j;:ljl (n=2,3,...)

Die Folge heiit monoton wachsend, wenn fiir alle n gilt: a, < apy1,
(streng monoton wachsend, wenn a,, < ap+1). Monoton fallend analog. Die
Folge heiit beschrinkt, wenn die Menge {ay, : n =1, 2, ...} beschrinkt ist.

Nach oben, nach unten beschrankt analog.

a € R heilt Grenzwert der Folge, wenn zu jedem € > 0 ein ng existiert,
so dafl
la —ap| <€ fiirn>ng

Schreibweise: lim a, = a, lim, a,, = a, lima, = a, a, — a (n — 00)
n—oo

oder a,, — a

Sprechweise: ,a, konvergiert gegen a*“

Existiert zu jeden K € R ein ng, so daf} a, > K fir n > ng, dann

schreiben wir lim a, = co. lim a, = —oo analog.
n—od n—oo
Beispiele
1. lim 2 =0
n—oo
2. lim —n? = —o0
n—oo
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3. lim (—1)" existiert nicht, {(—1)"} ist nicht konvergent!

n—oo

7.1.2 Satz: Rechnen mit Grenzwerten

{an} und {b,} seien konvergente Folgen mit lim a,, = a und lim b,, = b. Dann
gilt:

(a) lim(ap, +b,) = lima,+limb, = a+b
(b) limec-ay = c-lima, = c-a
(¢) lim(ap-b,) = (limay,)-(limb,) = a-b
(d) lim g2 = Tt i (A0, 0, #0)
(e) lima," = ad (r>0)
7.1.3 Beispiele
(a)
o 4dn—5 24 E-5 9
—— =lim—*—" = ——
n—oo 8n? —3n+7 8-3+5% 8
(b)
lim n? — n =lim n -(n—1)=o00

()

7.1.4 Satz
(
(

a) Wenn lim |a,| = co dann lim ﬁ =0

b) Wenn lim a,, = oo und b,, > a,, dann limb,, = co
)
)

(c

(d) Wenn lim a,, = 0o, dann lima,” =00 (r > 0)

Wenn a < b, < a, und lima,, = a dann limb,, = a

7.1.5 Beispiele

(a) lim\/nlﬁ =0

(b) limn? —n 2 oo (n? —n >n wenn n > 2)
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(c) imvn+1—+/n=0,da

— vn+l4+yn  (n+1)—n 1
( n _\/ﬁ>'\/n+1+\/ﬁ_\/n+1+\/ﬁ_\/n+1+\/ﬁ

;»hm(\/ﬁ—\/ﬁ)znm<

1
)

7.1.6 Satz: Einige bekannte Grenzwerte

(a) limp” = oo wennp>1
= 0 wenn |p| <1
(b) lim ¢/p =1 (p>0)
(¢) lim Yn =1
(d) lim ¥/n! = ©
(e) lim(1+21)" = e =2718281828... (EULERsche Zahl)
lim(142)" = e
7.1.7 Satz

Jede beschriankte, monoton wachsende (fallende) Folge ist konvergent und
besitzt einen endlichen Grenzwert.

7.1.8 Cauchy-Folge

Eine Folge {a,} heiBt eine Cauchy—Folge, wenn zu jedem e¢ > 0 ein ng
existiert so dafl

|an, — am| < €
fir alle n und m mit m > ng, n > nog.

Man kann zeigen: {a,} ist eine Gauchy—Folge < {a,} ist konvergent.

7.2 Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

7.2.1 Definition: Grenzwert

Es sei f definiert im Intervall (a, b). Dann heifit N
A € R der rechtsseitige Grenzwert von f in a, AI' N
symbolisch a - wzxp a1 b
A= lim f(x) oder A =lim f(z)
zla

T—a+

wenn fiir jede Folge {z,}, x,, € (a, b) mit limx, = a, die Folge {f(x,)}
gegen A konvergiert.

Analog: linksseitiger Grenzwert von f in a

A= lim f(x) oder A= li%n f(zx)

r—a—
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Es sei f definiert im Intervall (¢, b) und sei a € S
(¢, b). Dann heiit A € R der Grenzwert von f in AI

a, symbolisch c a b

A = lim f(z)

r—a

wenn fiir jede Folge {z,}, z,, € (¢, b) mit limz,, = a, die Folge {f(x,)}
gegen A konvergiert.

Bemerkung: lim f(z) existiert genau dann, wenn die einseitigen Grenz-
r—a

werte existieren und
lim £ (@) = lim f )
Analog:
(a) wenn A = o0 oder A = —00

(b) lim f(z) oder mll)nolof(:v)

T——00

7.2.2 Beispiele

(a) i a® =0

li{g sgn(z) = 1 1
(b) li%l sgn(z) = -1 ﬂili% sgn(z) z
x — 1

liI{l LTy =
r—1+

C .

(c) lim Lxao = 0

r—1—

Alimiz
r—1

8

. 1 ‘
mz = —o0 [ Tam0” \
X
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1

(e) lim sin(:) existiert nicht, da die Funktion in einem beliebig kleinen

xz—0+

Intervall (0, €) beliebige Werte zwischen —1 und +1 annimmt.

(f) lim - sin(1) = 0, da |z - sinz| = |z - |sinz| < |z] =20
xr— \,—/

<1

7.2.3 Satz: Rechenregeln
Es seien f und ¢ definiert in (a, b) und limJr f(x) bzw. lim+g(a;) mogen
beide existieren. Dann gilt:

(a) lim (f(x) :I:g(:c)) = < lim f(a:)) :I:( lim g(aj))

r—a+ r—a+ r—a+

(b) tim (f(2)-g(@)) = (lim f(2)) - ( lim g(x))

T—a+ r—a+ Tr—a+

(c) Ist g(z) # 0 in (a, b) und lim+g(x) # 0, dann gilt

f(z) lim f(x)

lim S i
z—a+ g(x) lim g(x)

r—a+

Die Regeln fiir die linksseitigen und beidseitigen Grenzwerte gelten analog.

7.2.4 Beispiele

. 241 2241
a) lim &£ =2+l — 5
( ) D rx—1 2—1

(b) lim 4 iza=1+0=1
r—1—

lim 22+ 2.=14+1=2
z—1+4

7.2.5 Definition: Stetigkeit

Es sei a € (b, ¢) C Dy. Die Funktion f heifit stetig an der Stelle a, wenn
lim f(z) existiert und gleich f(x) ist. Ist f stetig fiir jedes a € Dy so heifit
r—a

f stetig.

7.2.6 Satz

(a) Sind f und g stetig in (a, b), so sind auch die Funktionen f +g, f-g,
¢ f (ceR)und 5 (falls g(x) # 0 fiir alle = € (a, b)) stetig in (a, b).

(b) Sind f und g stetig mit W, C Dy, so ist die Funktion f(g) stetig auf
D,
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7.2.7 Satz

Die folgende Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich stetig: z°, a®,
log, z, |z|, die rationalen, die hyperbolischen, die trigonometrischen Funk-
tionen und ihre Umkehrfunktionen.

Beweis fiir cos x: Zu zeigen: lim = cosxg

T—T0
. T+xTo . T—Tp
CoOST — cosxg = —2 - sin - sin >
L |sinz| <1 IL. |sinz| < |z
T — X0
— <92.1. = |r—
= |cosx — cos zg| < 5 |z — x|
I e
1
|cosx — cosxg| < |z — x| = lim cosz = cosxg Q.E.D.
T—T0
Beispiele
T Lx4 -
Die Funktion rz. ist in den Punkten ? o
(a) £1, £2, ... nicht stetig (Unstetigkeitsstel- ———+—+—+—
len). Sie ist stickweise stetig. T t2s @
 sgn(z)
1 _—_
(b) Die Funktion sgn(x) ist im Punkt 0 nicht
stetig. x

(c) sin x . sinx r»\
f@) =" @er) I ™Eor T T

Man kann zeigen (durch Integration der Ungleichung —1 < cost < 1
von 0 bis z):

1 1, sinx
— =T

2
N——
llzﬂo

<1 (x #0)

= lim %02 = 1
z—0 %
sinx

ro = 0 ist eine sogenannte hebbare Unstetigkeitsstelle fiir **.
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. tan3x . sind3z 1 . sin3x 1 1
lim = lim - — = lim -3z - - —
z—0 2z z—0cosdx 2x =—0 3x cos3x 2x

sin 3x 1 3
lm . Pp—
z—0 3x cos3x 2
—— N —
1 1

7.2.8 Satz

Jede in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion
ist dort beschrénkt. Dieser Satz gilt nicht in offenen In-
tervallen. z.B. % ist stetig in (0, 1] aber nicht beschrénkt.
Sie ist beschréinkt fiir beliebige 0 < a < 1:

1 1
1<-<-
xT a

(Vx € [a,1])

7.2.9 Satz

Ist f in [a, b] stetig, so gibt es @, xp € [a, b] mit f(z,) < flz) <
f(zar), Yz € a, b]. f(zar) heilt das Mazimum, f(z,) das Minimum von f
in [a, b].

7.2.10 Satz

Ist f in [a, b] stetig und 7 eine beliebige reelle
Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es eine
reelle Zahl ¢ € [a,, b] mit f(c) =1.

Wichtig: f stetig. Z.B. fiir
sgn(x) r:%, a=-1, b=1
= fla)=—1, f(b) =1  fla) <r < f(b) aber f(x) # % (z € [a, b])

7.2.11 Folgerung

Ist f(a) < 0 und f(b) > 0, so hat f mindestens eine Nullstelle in [a, b].
Analog: f(a) >0 und f(b) < 0.
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Kapitel 8

Differentialrechnung fiir
Funktionen einer Variablen

8.1 Begriff der Ableitung

Bewegung eines Massenpunktes auf einer Geraden.

t: Zeit
s(t) : Entfernung vom Nullpunkt zur Zeit ¢

Mittlere Geschwindigkeit im Intervall [to, t] : (tg # t)

s(t) — s(to)
t—to
Momentangeschwindigkeit:
lim s(t) = slto) _ v(to)

8.1.1 Definition

Die Funktion f sei im Intervall (a, b) definiert und xo € (a, b). f heifit
differenzierbar in xg, wenn der Grenzwert

p £@) = f(@0)
T—x0 T — X

existiert. Dieser Wert heifit Ableitung von f an der Stelle xzg.

Schreibweise: f'(x), % sy’ f(z), Df(x)
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Die Funktion f : Dy — R heiit Ableitungsfunktion von f oder kurz

Ableitung von f.
Dy ={x € Dy : f'(x) existiert}

Bemerkung

Es gilt

o) = i

flzo+h) — f(x0)
h
(h anstelle von x — g oben).

8.1.2 Beispiele
(a) f(z) =23 mo beliebig f'(z) =?

h) — 1
f(@o+ }1 f(@o) :E-<x03+3'1‘02-h+3-xo'h2+h3—l‘03)

f— . 2 . . 2 hHO . 2
=3-20°+3-z9-h+h" —— 3 -2

= f/(z) =3 22

Analog kénnte man zeigen: (z") =n-2" 1  (n=0,1,2,...)

f@o+h)— flxg) 1 1 .
h h To+h—1 x9—1

1 fag—1—(zo+h-1)\ _ ~1
h \(xo+h—1)-(xz0—1)) (zo+h—1)(zo—1)

h—0 1 , 1
N (xog #1) :>f(:1:):—(x_1>2 x € Rn{1}
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(c) f(x) = |z|

1. Fall: 29 >0
A
||
) + h| —xo
/ — 1 ’.’EQ —
f(wo) hli% h
— hmw -1 0| @0 To1h =
h—0

(xo + h > 0 wenn h ,klein“)

2. Fall: 2o <0
A
||
. |lzo+h|—=
fiwo) = %136’0 h| : -
_ gy —@oth) = (o) T w0 =
h—0 h
(xo +h < 0 wenn h ,klein“)
3. Fall: 9 =0
. f(0O+h)—f(0) h—0
/ = 1 = — 1
f'(z0) im W .
. f(0O+h)—f(0) —h—-0
/ = 1 = = —1
f' (o) im N "
= }lLimO 10+ h})L — 1) existiert nicht!

(d) f(z) =sinz

. B s
(o) = }Lli% sin(zg + h) sinzg _

Es gilt: Sina—sinﬁ:?cos%ﬁ-sin%_ﬁ. Mit @ = xg+h und 8 = zg:

h o h .
. 2-cos<xo+§)-sm§ . h ' s1n%
——» = lim = limcos | zg + = | - lim 7
h—0 h h—0 2 h—0 5
— ~" N\ — ,—/}
Teosro =1 da S22=]

= (sinx) = coszx
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8.1.3 Satz

Ist f an der Stelle x( differenzierbar, so ist f an der Stelle x( stetig.

Beweis: Zu zeigen: ’llin%) f(zo + h) = f(xo), d.h.

lim [f($0+h) —f($0)} =0

=0

tim [ (2o + 1)~ f(zo)] = im TE0F R ZT00)

B0 8 (20)

Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht (z.B. |z| ist stetig an der Stelle 0
aber nicht differenzierbar).
8.1.4 Physikalische Anwendungen
(a) Geschwindigkeit: Ableitung der Weg—Zeit-Funktion s(t) :
v(t) = s'(t) = 5(t)

(b) Leistung: W(t) : die Arbeit, die eine Maschine bis zur Zeit ¢ geleistet
hat.

P(t) = W'(ty) = Jim Wo(to + ft) + W (to)

(¢c) Stromstirke: q(t): die Ladungsmenge, die bis zur Zeit ¢ durch den
Bezugsquerschnitt geflossen ist.

) . to + At) — q(t
i(to) = /(1) = Jim W0+ 2= alt)

8.1.5 Geometrische Deutung

Es sei f eine, in x( differenzierbare Funktion, und ,
l(z) = b+ d(z — x) eine beliebige lineare Funk-
tion. Der Graph von [ geht durch den Punkt
(o, f(x0)) < f(x0) = l(x0) & b= f(xy). Wir wol-
len d so bestimmen, dafl Lﬂﬁl(@ fiir x — xp gegen
0 strebt. Dann heifit der Graph von [ die Tangente
vom Punkt xzg.

f(z) —l(x) f(@) = fwo) —d - (x — x0)

lim = lim

T—x0 Tr — X T—xo T — o
i (L@ =@ ) p a0 e d= fa)
T—T( Tr — X9
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Tangentengleichung: 1(x) = f(xo) + f(x0) - (x — zg)

A

Als Steigung (Anstieg) der Kurve von f bezeich- ¥

net man die Steigung ihrer Tangente (d.h. f'(z)).
Der Schnittwinkel zweier Kurven ist definiert als
Schnittwinkel der zu dem Schnittpunkt gehoérenden

Tangenten.

Bemerkung: Sind g1 : m1 - x +nq und go : mo -  + ng zwei Geraden, so
gilt fiir den Schnittwinkel o

mi1 — my
tanag = ———
1+ mq-mo
falls mq - mg # —1. Wenn mq - mo = —1, dann o = 90°.

8.2 Differentiationsregel

8.2.1 Ableitung einiger Funktionen

f Dy f Dy

" neN R n-zn ! R

z aeN (0,00) ozt (0,00)

|| R sgn(z) R~ {0}

sinx R CcosS ¥ R

cosx R —sinz R

tan z x 7 LZ—HF COSIQQZ i @ﬂ—

sinh z R cosh z R

coshx R sinh x R

1

tanh,f R m R

8.2.2 Satz

Sind f und ¢ in (a, b) differenzierbar, so gilt:

@) (- f) = cf (ceR)

(b) (F+9)" = f+4

(¢ (f-9 = f-g+f-9g (Produktregel)

(d) <f> = Lﬂ wenn g nicht verschwindet
Y Y

Spezialfall: f =1
<1> _ 9
g 9
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8.2.3 Beispiele
(a) f(z)=a3+2- sinx
fl(x)=3-22+2-cosx

(b) f(z)= (2> -5-2+5) €

f— . —_— . T 2— . . Z
flley=(2-2—-5)- e +(z*—5-2+5)- e
r g ! g

(c) f(z) = 2%(e® - sinx)

f'(z) =2 z(e® -sinx) + 22 - (e -sinx + e - cos )

sint
d) s(t) = 2
(@ s(0) = oot
3,(t):cost-(t2+1)—sint-2‘t
(t2+1)2

8.2.4 Satz (Kettenregel)
Es sei f auf (a, b) und g auf (c, d) differenzierbar und Wy C (¢, d). Dann
ist die Funktion F'(z) = g(f) auf (a, b) differenzierbar und es gilt:

F'(x) = f'(x) - g'(f(x))

Man nennt ¢’ die dufere, f’ die innere Ableitung.

8.2.5 Beispiele
(a) F(z) = (2> —2-2+5)1° f@)y=23-2-2+5  g(z) =20
Fl(z)=(3-22-2)-10- (2> —=2- 2+ 5)"
(b) F(z) = sin(2? + 1)
F'(x) = 2z - cos(x? + 1)
(c) F(z) = sin(cos? z?)
F'(z) = (cos? 2°)" - cos(cos? z°)

(,25 5

cos? 2°) = (cosx%)’ - 2 - cos x (cosx®) =5-z*- (—sinad)

= F'(z) = —10 - 2* - cos 2% - sin 2° - cos(cos? z°)

8.2.6 Ableitung der Umkehrfunktion

Ist f: (a, b) — (¢, d) differenzierbar und umkehrbar mit f’(x) # 0 fiir alle
x € (a, b), so ist f~1 auf (¢, d) differenzierbar. Es gilt

Sy 1
) (1)
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8.2.7 Beispiele
(a) fl@)=a f@)=2-2 f &)= yFfire>0

2 1 _ 1
() Cr(w) Ve

(b) f(z)=f'(x) =€ fHz) =Inz fir z >0

1 1 1
(Inz) = =g ==
r(f@) e
(¢) f(z) =sinzx f'(z) = arcsinx x € [-1, 1] f(x) = cosx
1 1
(arcsinz) = = -
f’(f_l(x)> cos(arcsin )
—% <arcsinz < § cosx > 0 fiir v € [-F, §]
cos?2zr+sinr=1 = cosz=+1—sin?z wenn cosz >0
1 1
= (arcsinz) = = (-l<zx<1)

\/1 — sin? - arcsin x V1—a?

8.2.8 Beispiel

Man berechne den Schnittwinken § der Graphen von f(z) = —2- und g(z) =

%x? Bestimmung des Schnittpunktes: % = %wz s 3 —22 -4 =0.
Hornerschema mit z = 2 ergibt: 23 — 22 — 4 = (z — 2)(2® +  + 2) = ein

Schnittpunkt (2, 2).
Steigung der Tangenten:

my = f'(2) =—-2 _
mo—g'(2) = 2 }:>tan<5—

w:%:>5%53’70
14+my-me 3

8.2.9 Hohere Ableitungen

Die hoheren Ableitungen einer Funktion f werden rekursiv definiert.

/ / /
"n_ (f/) ’ f/// _ (f”) ’ '“7f(n) — (f(nfl)) (n c N)
(falls diese Ableitungen existieren).

Dif.

™) n—te Ableitung von f fo f

anf o dr

- dz™ - dzm

f

andere Schreibweise: f()
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8.2.10 Beispiele
(a) flx)=¢*  fO@)=e* = fOW(zx)=e®  (n belicbig)
(b) f(z) = sinz
fO(z) = cosz, fP(z) = —sinz, fO(z) = —cosz, fP(z) =sinz

2k4+1 , . 2k, .
%(smx) = (=1)* - cosz ﬁ(smx) =(-1)

fir(k=1,2,...)

k. sinx

(¢) fl@)=a®+22+2+1
fO(@)=3-22+2-2+1
f@()=6-2+2
fO(x) =6
fE(z)=0 fiir (k > 0)

8.2.11 Satz

Ist f ein Polynom héchstens n-ten Grades, so ist f("t1) = 0. Umgekehrt:
Ist f: (a, b)) — R (n + 1)-mal differenzierbar und 1) =0, so ist f ein
Polynom hochstens n—ten Grades.

Spezialfall: (n = 0): Wenn f’ = 0 dann ist f konstant.

8.2.12 Logarithmische Differentiation

Problem: Ableitungen von Funktionen der Form f(z) = g(x)"®)
Umformung: g(z) = &9 = f(z) = @) ng@),

Beispiel: f(z) = 2% = e*In® (x> 0)

fi(x)=(x-Inz)" - e ne

f(w) = <1~1nx+x-i> " = (Inx+1) -2

8.3 Fehlerrechnung

Ziel: Funktionsterme f(x) einer differenzierbaren Funktion f fiir Zahlen,
die Nahe bei xg liegen, ndherungsweise und einfach zu berechnen.

f(=)




Bekannt: f(xzo), f'(z0)

Beispiel: f(z) =sinz f'(z) = cosx
f0,1) =7 f(0)=0, f(0)=1

Methode: Man ersetzt f durch die Tangente f im Punkt (wo, f (LL‘(]))
Af = f(zo+ h) — f(x0) : Zuwachs der Funktion f an der Stelle
df = f(xo+ h) — f(xo) :Zuwachs von f
Ist |h| hinreichend klein, so gilt Af ~ df

8.3.1 Das Differential

Die Gleichung fiir die Tangente ist:

f(z) = fzo) + f'(x0) - (x — x0) (8.1)
Mit z = zg + h, h ,klein“, gilt

f(xo+h) ~ f(zo+h) = flzo) + f'(z0) - h

Wegen (8.1):
df = f'(x0)-h und
Af f(xo+h) = f(zo) = f'(x0) - h = df

e

Af (o) - h (h klein)

Andere Schreibweise:
f(@2) = fz1) = f'(21) - (2 — 21) (xg — x1 klein)

oder
f(x) = f(xo) + f'(xo) - (x — x0) (x — xo klein)

Man nennt das Produkt f’(zq)-h Differential von f an der Stelle xg zum
Zuwachs h.
8.3.2 Anwendung in der Fehlerrechnung

Gegeben sei eine Funktion f(z) = y, T sei ein Niaherungswert der Grofle
x (z.B. durch einen MeBfehler entstandener Wert), de = = — T (absoluter
Fehler von z) und ¢ eine obere Schranke fiir den absoluten Fehler, d.h.
|dx| = |x — Z| < 0. Ndherungswert fir f(z): g = f(T).
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Gesucht: Obere Schranke fiir f(z) fiir den absoluten Fehler |Ay| = |y —7|.
Ayl =~ |f'(@) -dz| < |f(T)|-6 (de=2-T)

Fiir den relativen Fehler von 3 erhalten wir:

Ay’<f/(m).5
vyl 1y

8.3.3 Beispiele

(a) Die Kantenlidnge eines Wiirfels wird gemessen. Die Messung ergibt
50 + 0,01l mm. Es soll das Volumen des Wiirfels angegeben werden
sowie eine Fehlerabschétzung.

V =212%= f(x) (z : Kantenlidnge)

Z=250,6=001 V = f(50) =503 = 125000
absoluter Fehler: f’( )= 2 AV \f’(f) ~dz| < |f(x)] -6 =175

3-
3- 3
< dx| = = - |dm| < . d =0,06%

relativer Fehler:

i
(b) Man berechne nidherungsweise y = f (m) = sin z fiir kleines z.

f(x) = f(xo)+f (x0) (x—10) (z—20 klein) sine .

Mit zy = 0:

sinz~0+1-(x—0)=sinz~ux
fiir kleine x—Werte

8.4 Die Taylorsche Formel

Ziel: Funktionen ,, moglichst gut“ durch Polynome anzunéhern

8.4.1 Definition

Ist die Funktion f an der Stelle 2o n—mal differenzierbar (n € N), dann heifit
das Polynom p,, mit

f(zo) - (z —x ' (x0) - (x — z9)?
(20) 1(! 0) n (o) 2(! 0)
+f(")($0) (= )" zn: S® (o) - (x — @0)*

n! k!

pa(z) = f(x0) + +

k=0
das n—te Taylorpolynom von f in zy. Entwickelt von TAYLOR, B. (1685—
1731). xo heiit Entwicklungspunkt.
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Bemerkungen: p;(z) = f(zo) + f'(z — o) ist die Tangente.
Weiterhin gilt:
pa(20) = f(w0), pu’(w0) = f'(x0), - ,pn™ (x0) = 1) (0)

8.4.2 Beispiel
flz)=¢€" xo=0 n beliebig

:Iik 2 Pl

n
x

pn(w):§ Ezl‘f‘x"‘?"f'"'-i-a
k=0

8.4.3 Satz (Taylorsche Formel)

Die Funktion f sei auf [a, b] (n—1)-mal differenzierbar; x, z¢ € [a, b]. Dann
existiert ein ¢t zwischen x und xg mit

flz) = znz F® (20) - (x — z0)* D) - (2 — 20) D)

+ (8.2)
2 Kl (n+1)!
Man nennt (8.2) Taylorsche Formel und r,,(x) = f<n+1)(t()7'l(_fl_)f°)(n+l> das n-te
Restglied.
Spezialfall: n = 0: f(z) = f(zo) + f'(t) - (x — x0)*
= @) = f(zo) = f'(t) Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Tr — X
8.4.4 Beispiele
(a) f(x) =sinzx x9=0 n==6
f'(z) = cosz fo) =1
f"(x) =—sinz f7(0) = 0
f"(x) =—cosz f70) =-1
f®(z)= sinzx f@0)= 0
fO(z)= cosx fO0)= 1
fO)(x)=—cosx fO0)= o
fO(z)=—cosx FD0)=-1
sing =0+ 52 + 02% 4 U 4 et 4 14 | 020 —cosla]
) 3 2P
bln$—ﬂ§7€+@+R6(l‘)
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|cost]| < 1= |Rg(x)| <

7! 5040
1,23 12°
B.z=12 inl2~12—-= —_ =0,932736
Z T , sin 1, , 6 + 120 ,

7

1,2
Fehler < —/— =~ 1
ehler < 010 0,0007109

®) fx)=4-23+6-22+2 -2 xo =2 n=3

flz) =12-22+12-2+1 f'(2) =13
f'(x) = 24 - x4+ 12 f7(2) =60
f"(z) = 24 f"2) =24
f®)(z)= 0 fiir k > 4

f)=56+73 - (x—2)+30-(z—2)2+4-(z—2)°+ Rs(z)
0

=4-234+6-22+2 -2
Bemerkung: Fiir zp = 0 erhilt man als Taylorpolynom f selbst (da

f ein Polynom ist).

8.5 Kurvenuntersuchung mit Hilfe der
Differentialrechnung

8.5.1 Satz

Ist f auf (a, b) differenzierbar, dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) fist auf (a, b) monoton wachsend genau dann, wenn f/(z) > 0 fiir alle
x € (a, b)

(b) f ist auf (a, b) monoton fallend genau dann, wenn f’(x) < 0 fiir alle
x € (a, b)

(c) gilt f'(x) > 0 bzw. f/(z) < 0 fiir alle x € (a, b), so ist f streng monoton
Beispiel: f(z) =23 +2?+2+1
fllx)=3-22+2-2+1=2-224+2°+2-2+1>0
—_—

(z+1)2>0

Ableitung iiberall positiv = f ist streng monoton wachsend
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8.5.2 Definitionen

Eine Funktion f[a, b] — R besitzt an der Stelle g ein absolutes Mazimum,
wenn

f(zo) > f(x) fiir alle z € [a, b]

f besitzt an der Stelle xg ein relatives (oder lokales) Maximum, wenn es ein
0 > 0 gibt so dafl

f(zo) > f(x) fiir alle x € [a, b] mit |x — xo| < I

absol.
Maximum

lokales
Maximum

lokales

absol. -
Minimum

Minimum

Absolutes Minimum, lokales Minimum analog.

8.5.3 Satz

f sei auf (a, b) definiert und an der Stelle z differenzierbar. Wenn f an der
Stelle z¢ ein relatives Extremum besitzt, dann ist f/(zg) = 0.

Bemerkung: Dieser Satz ist nicht umkehrbar! Siehe z.B. f(z) = 23, f'(z) =
3-22 = f/(0) = 0 aber f hat keine Extremstelle in 0.

8.5.4 Satz

f sei auf (a, b) zweimal differenzierbar, weiter sei f'(xzg) = 0. Ist f”(xg) <0
(bzw. > 0) so besitzt f in x ein relatives Maximum (relatives Minimum).

8.5.5 Beispiele

?4+r—1
(a) Die rel. Extremwerte der Funktion f(x) = — 7 %€ R~ {1}
T —
sind zu bestimmen.
;o w(r—2) w2

f’($):0<:>$1:0, To =2

17(0) = =2 < 0 = relatives Maximum an der Stelle z = 0
f"(2)=2>0 = relatives Minimum an der Stelle x = 2
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Fiir die Skizze:

e Nullstellen: f(z) =0 22 +2—-1=0% 21 ~ 0,62, 72 ~ 1,62
) .. o 1

e Asymptote: Polynomdivision f(r) = z+2 +_-=¢

x—Asymptote

e Polstelle: bei z =1 (y—Asymptote) li%l f(z) = —o0

8y

(b) f(z) =2* fllx)=4-22=0 21 =0
[y =12-2%  f"(0)=0(?)
Bemerkung zu Satz 8.5.3: Satz von Rolle: Gilt f(a) = f(b), so existiert
ein xg € (a, b) mit f'(x0) =0
8.5.6 Satz
f sei auf (a, b) n—mal differenzierbar und es gelte
Fl(wo) = f"(w0) = ... = f" M (wg) =0
und £ (z0) # 0.

(a) ist n gerade, so hat f in x( einen relativen Extremwert, und zwar fiir
™ (x0) > 0 ein relatives Minimum und fiir f(®)(z0) < 0 ein relatives
Maximum.

(b) ist n ungerade, dann hat f keinen relativen Extremwert bei x

8.5.7 Beispiele
(a) f(z) =5+ (z—3)!
fl(z) =4(x—-3)3 =0 = 20=3

f'(@) =12(z - 3)? f"(xo) = 0
f"(x) =24(x - 3) f" (o) = 0
f////(.’lf) — 24 f,///(xO) — 24

n =4 (gerade) f*) =24 >0 — lokales Minimum bei zg = 3
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(b) f(z)=2%-3-22+3 2 fl(x)=3-22-6-2+3

f(xz) =0 = z9=1
f'(x) =6-2—-6 f"(xo) =0
f///(w) — 6 f///(xo) — 6

n = 3 (ungerade) = keine Extremstelle bei zg = 1

8.5.8 Definition: Konvex, Konkav

f sei eine auf (a, b) differenzierbare Funktion. Gilt fiir alle =, xg € (a.b) die
Ungleichung

f(ﬂf) > f($0) + f,(l‘ﬂ) ’ (CC - 1’0) konvex t
bzw. f L
f
f(@) < f(xo) + f'(w0) - (x — o) konkayv

so heifit f konvex bzw. konkav auf (a, b).

8.5.9 Satz

f sei auf (a, b) zweimal differenzierbar. f ist konvex (konkav) auf (a, b) < f’
ist monoton wachsend (fallend) auf (a, b) < f”(z) > 0 (f"(x) < 0) auf
(a, b).

8.5.10 Beispiel
2

Auf welchem Intervall ist die Funktion f(z) = 1_?_72 konvex (konkav)?
x
2 2-(1-3-2%
/ 1"
Fo)=qiompe TW=—{50p
1
f"(z)>0 & 1-3-2°2>0 < |x|§ﬁ
= fisttomvexant (2, <) fonlay aut ) wnd (. )
ist konvex auf (| ——=, —= |, konkav auf { —co, ——= ) und [ —=, oo |.
3 V3 V3 V3
konkav IEIinOO f(l') =1

Py, Py: Wendepunkte
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8.5.11 Definition

Ist f auf (a, b) differenzierbar dann heifit jeder Punkt xg, fiir den f’ einen
relativen Extremwert besitzt, Wendepunkt von f. Ein Wendepunkt mit waa-
gerechter Tangente (d.h. f'(zo) = 0) heifit Sattelpunkt (Terassenpunkt).

Bestimmung von xg: mit 8.5.4 oder 8.5.6. Fiir o muf} f"/(z() = 0 gelten.

8.5.12 Beispiele
() @) =a®  fla) =32
f'(x)=6x=0=120=0
f"(x) =6 >0 = Wendepunkt (da f’ Extremstelle hat)
f(xo) = 0 = Sattelpunkt

(b) f(x) = sinz = auch Wendepunkt bei o =0

8.5.13 Kurvenuntersuchung
1. Definitionsbereich, Wertebereich
2. Periodizitét, gerade, ungerade
3. Nullstellen
4. Stetigkeit, Differenzierbarkeit
5. Extremwerte, Wendepunkte, Sattelpunkte

6. Grenzwertaussagen (Asymptote, Pole, Verhalten am Rande des Defi-
nitionsbereiches)

8.5.14 Satz: Regel von Bernoulli — de I’'Hospital

f und g seien differenzierbar auf (a, b) und es sei ¢'(x) # 0 fiir = € (a, b).
Weiter gelte lilfn flx) = lifn g(z) = 0 oder +oo. Existiert der Grenzwert
f'(=) f(x)

lim =, so existiert auch lim ~—— und es gilt:
zla g'(x) zla g(x)

@) @)

im —— = lim
a g(x) zlag(z)

z|

Der Satz gilt auch fiir x T b, fiir + — x¢ auch fiir a = —oo und b = oc.
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8.5.15 Beispiele

(a) Typ §
lim ST CoST _ cos0=1
x—0 X x—0
(b) Typ ,
9.
lim 2 = lim =% = lim = =2 =0
r—o00 e r—00 € T—00 € o0
(c) Typ 0 - (%o0)
1 1
limz-lnx = limg = lim xl =—x=0
z|0 z|0 o z|0 -z
(d) Typ oo — 0
1 1 inz —
lim — — = lim 22 "% _ [wiein (a)] =0

z—0x sinx z—0 z-sinx

(e) Typ 17, 0%, o = Umformung f(2)®) = e9(@) M f(z)

lim(Inz)®* !  ist vom Typ 0° dalnl=0und z — 1 = 0 fiir z = 1.

x|l

(111 l,)m—l — e(:z:—l)-ln(lnm)

Uberpriifung d. Grenzwertes des Exponenten:

In(1 —(x —1)? —2(r—1
lim(z—1) In(Inz) = lim n( lnx) = im M — lim L —0
zll x|l 21 z-lnzx zj1 1+lnzx

= lim(lnz)* ' = =1
z|l

8.6 Iterationsverfahren

8.6.1 Aufgabe

Eine Losung der Gleichung f(x) = 0 n&herungsweise bestimmen. f ist eine
stetige Funktion.

Iterationsverfahren

(a) Man bestimmt einen ,groben“ Néherungswert (Startwert) xg fiir eine
Losung.

110



(b) Mit Hilfe einer Rechenvorschrift (Iterationsvorschrift) berechnet man
aus xg einen neuen Wert x1. Auf diesen Wert wendet man die Rechen-
vorschrift wieder an und erhélt einen Wert xo, u.s.w.

Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert die Folge {z,} gegen eine
Losung.

Beispiel: f(z) = 22 — 2 xg=1

2
-<:1:n_1—|— ) n=1,2,...
LTn—1

N

Iterationsvorschrift: x,, =

x1_§<1+§> =15

Ty = §<1,5 + é) = 1,416
x3 = 1,4142156. ..
x4 = 1,414213562. ..

Man kann zeigen: lim z, = v/2 (s. 8.6.5)
n—oo

8.6.2 Intervallhalbierung

f stetig auf [a, b], f(a)- f(b) <0 (d.h. verschiedene Vorzeichen) = mindes-
tens eine Nullstelle in [a, b].

f(@)

b
Wir setzen 21 = %. Ist f(x1) # 0 so ist entweder f(a)- f(x1) < 0 oder

f(b) - f(z1) < 0. Im ersten Fall wiederholt man die Intervallhalbierung fiir
[a, z1] im zweiten Fall fir [z1, b], u.s.w. Vorteile dieses Verfahrens: einfach,
immer anwendbar. Nachteil: langsam.

8.6.3 Regula falsi

f(a) - f(b) < 0. Wir ziehen die Gerade durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f(b)) und schneiden diese Gerade mit der z—Achse. Der Schnittpunkt x;
ist dann erster Ndherungswert fiir eine Nullstelle. Gleichung der Geraden:

f(b) — f(a) : f(a)
y=fla)+————— - (r—a) Mity=0:21 =0+ ————~-(b—a).
@+ 101 ) 1=t s (b= a)
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8.6.4 Beispiel
flx)=a* -2 a=1b=18

y A
f(x) /|
S/
/ !
/
I/
/
/
//
//
/
/
v/ / !
1 /S |
eyl !
1# v . . } >~
! 1,2 1,4 1,6 1.8 z
14 :
a b

Erster Iterationsschritt = x1 ~ 1,1. Im néchsten Schritt wird z; als
untere Intervallgrenze a gewéahlt, u.s.w.

8.6.5 Newtonsche Iteration

f sei in [a, b] differenzierbar, f'(x) # 0 in [a, b]. f(a) - f(b) < 0, ¢ € [a, b]
beliebig. Der erste Iterationswert ist gleich der Schnittstelle der Tangente
im Punkt (xg, f(z¢)) mit der y—Achse.

f (o)
y = f(zo) + f'(x0) - (x1 —20) = 0= 21 = x0 —

(w0) + /(w0) - (21 — 20) ey
Iterationsvorschrift: x,4+1 = x, — )]:'((ZZ)) mit n =0, 1, 2,... Vorteil: schnell,
Nachteil: konvergiert nicht immer.

{f(z)
/
/
1 12 14 1',6 1,8 x
T, Tn—1
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Hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz:

1" ist stetig, f'(x) #0

o f(zo): f"(xo) >0

Dann besitzt die Gleichung f(z) = 0 genau eine Lésung ty in [a, b] und

lim z,, = to.

n—odo

8.6.6 Beispiele

(a)

flz)=a" =2 ro=18a=1,b=18 (Berechnung von v/2)
Mittels ,,Regula falsi“:
f)
er=14+ 2 (18- 1)~1,084
- s Y
£(1,084)
f(17084) - f(1,8)

zo = 1,084 +

[..]
x5 ~ 1.18111881268 Abweichung von v/2 ~ 0,809 - 1072

(1,8 —1,084) ~ 1,143

x19 ~ 1.18890804071 Abweichung von V2~ 0,299 1073
x30 ~ 1,18920711395 Abweichung von v/2 ~ 1,0527 - 10~

f(x) =2% -2 mit 9 = 1 (Berechnung von /2)

2 —2 1 2
Tl = &n = 9T T T x"+:?
n n

2

auch allgemein: f(x) = z* — ¢ mit ¢ > 0

1 c
xn+1:2'<$n+>—)\/g

Tn

8.6.7 Fixpunktverfahren

Es sei f differenzierbar und f(a)- f(b) < 0. Statt f(x) = 0 untersuchen
wir die gleichwertige Gleichung

Dann ist ein t¢ gesucht mit g(to) = to (to heit Fizpunkt der Funktion).
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Verfahren: ¢ : [a, b — [a, b] sei differenzierbar, |¢'(z)| < ¢ < 1,
x € [a, b)].
xg € [a, b] beliebig.
Tnt1 = g(Tn)

Dann gilt: lim z,, = to.
n—oo

Fehlerabschitzung: |z, — tg| < % en — 2p—
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Kapitel 9

Integralrechnung fiir
Funktionen einer Variablen

9.1 Stammfunktionen

9.1.1 Definition

Die Funktion f sei auf einem Intervall I definiert. Eine differenzierbare Funk-
tion F auf I heifit Stammfunktion, von f auf I, wenn F’ = f.

Beispiele:

=22 +x+2 Flz)=3%-23+%-2°+2-2

Fi(x) =e* Fy(x)=€e"4+9 sind Stammfunktionen fiir f(x)

9.1.2 Satz

Sind F; und F5 Stammfunktionen fiir die Funktion f, so ist die Differenz
Fy; — F5 konstant.

Beweis: (F} — Fy) = f— f=0= F; — F» konstant

Ist also Fy eine Stammfunktion, so erhédlt man mit Fy + C (C € R) alle
moglichen Stammfunktionen von F'. Die Gesamtheit aller Stammfunktionen
wird mit [ f(z)dz bezeichnet. Sprechweise: unbestimmtes Integral.

f F f F

c (Konstante) c-x Sin12 - —cotzx
a 1 a+1 1

2t (a#-1) 7w =3 tan

1 1 :

5 In |z| —— arcsin x

sinx —cCcosx ﬁ arctan

cos T sinz
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9.1.3 Satz: Rechenregeln

Ja- f(x) dx =a- [ f(x) dx (a: Konstante)
Jf(= ) de = [ f + f g(x
(c) ff’ da; = f(z ff ) dx (partielle Integration)

Bemerkung: (c) folgt aus (f : g) =f.g+f-d

9.1.4 Beispiele

a) [z -sinzdx

g f
fl(z) =sinz = f(z) =—cosz gx)=z=4¢'(z)=1
Jx-sinzdr=—z-cosz — [(—cosz)-1dz=
:—m-cosx—i—fcosxdac:—x-cosx—i—sinx—i—C

b) [lnzde=[_1 -lnzg de=xz-lnz— [z-1dr=z-Inz—a+C
I g
flle)=1=f(x)=2 gla)=hz=g@@) =

(c) Manchmal fithrt die partielle Integration auf eine Gleichung fiir die

Stammfunktion:
fsian dr = [sinzg-sinz dv = —sinx - cosz + [ cos’z dx
o~ L~ N
I’ g 1—sin? z

= —sinz-cosz +x — [sin’z
Gleichung nach [sin? z ,umstellen*: [sin?z dz = %-(z—sinx-cos x)+c
9.1.5 Substitutionsregel

Es sei F' eine Stammfunktion von f und ¢ eine differenzierbare Funktion.
Dann ist F(p) eine Stammfunktion von f(¢) - f’. Symbolisch geschrieben:

/f () da::/f(u) du e

(f:I—R, p:i—1)

= F () +C

9.1.6 Beispiele
a) [2x-(2*+1)% dx Substitution: u = x2 + 1

1
du = 2x nach dz ,umstellen®, formal: dr = — - du
dx 2z

=f20- v £ du=[udu=3% - +C=1 (22+13+C
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(b) [z +3)Wdr= [u'0 Jdu=L u I +C=5 20+3)'+C
du 1
u=2x+3 %—2:>d:z—§du
(c) feur%dx:fuil -+ = [ iy du = arctanu + C = arctane” 4 C
d 1
u=e" " —u=dr = du
dx u

9.1.7 Stammfunktion von gebrochen rationalen Funktionen

P(x)
/Q(a:) dx (P, @ Polynome)

Loésung;:

1. Der unecht gebrochenen Integrand wird in einen ganzen und einen echt
gebrochenen Anteil aufgespalten.

2. Der echt gebrochene Anteil wird in Partialbriiche zerlegt.

3. Die Summanden werden einzeln integriert.

3254224 +3-2°
1. Beispiel/ vhEr A5 dx
x4 —1

3-224+3-2+2

1. Zuerst Polynomdivision: Integrand = 3z 4 2 +

x4 —1
2. Der Nenner wird in Faktoren zerlegt:
et —1=(@x+1)-(x—1)-(2*+1)
3-25+2-21 4323 A B  Cz+D

3. Ansatz: =
) (w—1)- (21 1) a4l a—1 241

[.]=A=1,B=2C=0,D=-1

dr =

G tes Int 1/3 + 2+ 1 + 2 1
esamtes Integral: x —
& z+1 x—1 z2+41

3
:5-$2+2-m+ln|x+l|—|—2-ln|x—1|—arctanx—{—C

.. 1
2. Beispiel: /a:(:c—kl)?’ dx

1. Integral echt gebrochen
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2. Nenner schon faktorisiert

Ansatz:
B C D

1
terr T e

m-(x+1)3zg+x—|—1

=A=1,B=-1,C=-1, D=1

3. Integration:

1 1 1
/:U-(:z:+1)3 d$:/:r_x+1_(:c+l)2_(x—1)3

9.1.8 Weitere Methoden
(a) /f(x)) de=lnf(x)+C  (f>0)

[z
. . T 1 2-x 1 9
BelSplel:/w2_’_1d$:2'/x2_’_1d$:2'1n(x +1)+C
auch moglich: Substitution u = 22 + 1

(b) inf F'(x) - F(a) dz = § - f(x) + C

1 1
Beispiel: i 3 (Inz)*+C
x

auch moglich: partielle Integration

9.2 Bestimmte Integrale

9.2.1 Zwischensummen

Im Folgenden: I = [a, b] (—o00o <a <b< o)
f: eine beschrankte Funktion auf I

Ziel: Nidherungsweise

t;

f) ! Berechnung des
Fldcheninhalts  un-
terhalb des Graphen

—] i : (Fiix f > 0).
a=x0 1 T2 Ti_1 T b=z,
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Eine Zerlegung Z = Z(xg, x1, ..., ©,) von I in n Teilintervalle wird

durch n + 1 Zahlen zg, 1, ..., 2z, mit a =20 < 21 < 29 < -+ < T, = b
festgelegt.

[Ti_1, 2] . das i-te Teilintervall

Az, =z, — T : die Léange des i—ten Teilintervalls

ti € [Ti_1, xi] . Zwischenstelle

A(Z) = max Az; : Feinheit der Zerlegung

Zwischensumme: S(Z) = Z f(t:) - Axy
=1

(Summe der Flidcheninhalte der Rechtecke)

9.2.2 Definition

Die Funktion f heifit Riemann—integrierbar, wenn der Grenzwert limaz)_.o
existiert. Dieser Grenzwert wird dann das Riemann—Integral von f iiber I

genannt und mit
b
[ fa) iz

bezeichnet. a und b heiflen untere bzw. obere Integrationsgrenze. lima 7)o =
f;f(x) dz, d.h. ausfiihrlicher:

b
V€>O:E|5>0:|S(Z)—/f(x)d:c|<e

wennA(Z) < 6. Ist f iiber [a, b], a < b integrierbar, so sei

/af(a;) da 2 —/f(w) dx
b

a

Weiterhin definieren wir:
a

/f(a:) dx =0

a
9.2.3 Satz
(a) Jede stetige Funktion auf dem Intervall I = [a, b] ist integrierbar.
(b) Ist f stiickweise stetig und beschriankt in I so ist f ebenfalls integrier-

bar.
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(c) Jede beschrénkte, monotone Funktion auf I ist integrierbar.

Beispiel fiir eine nicht Riemann-integrierbare Funktion auf [0, 1]:
1 wenn z rational
f(@) { 0 sonst

9.2.4 Beispiel

Es sei I = [0, 1] und f(z) = x. Nach 9.2.3. ist f integrierbar. Wir wihlen
eine spezielle Zerlegungsfolge Z,, (0, %, %, L, nstony
A(Zn) = 5

'm0 n
) =5 — 0(n = o)
ti=2i=1,...,n)

n n? -
=1 N—~— i=1
f(t:)
1 m-=1)-n 1 1
= —(0+1+--- —1) = - =
n2( 1t (1) 2. n? 2  2n
1 1 oo 1
S(Z,) ==— — —
(Zn) 2 2n 2

1 1
d.h. / rdr = -
0 2

9.2.5 Eigenschaften des Riemann—Integrals

(a) Ist f uber [a, b] integrierbar, und [a, 5] C [a, b] ein Teilintervall, so ist
f iiber [«, (] integrierbar.

(b) Ist f iiber [a, b] und iiber [b, c| integrierbar, so auch iiber [a, ¢] und es
gilt:

/Cf(x) dx:/bf(ﬂc) d:L‘+/Cf(:E) dz
a a b

(¢) Sind f; und fy iiber [a, b] integrierbar, so auch fi + fo und es gilt:

/bfl(x) deJr/bfz(ﬂC) dw—/bfl(l‘)Jrfz(x) dx

(d) Ist f iiber [a, b] integrierbar, so auch ¢ f (¢ € R) und es gilt:

b b
/c-f(a:) da::c-/f(a:) dx

a
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(e) Ist f in [a, ] integrierbar, so auch |f| und

b

[ @) da| < ]?If(w)ldx

a

(f) Sind f; und f2 in [a, b] integrierbar und f1 < fo (in [a, b]) so ist
b b
/fl(:c) dx < /fQ(x) dx
Folgerung: Gilt m < f(z) < M so ist
b
m-(b—a) g/f(x)deM-(b—a)

(g) Mittelwertsatz der Integration: Ist f auf [a, b] stetig, so gibt es (min-
destens) eine Stelle t € [a, b] mit

b
[ H@) = -a)- 50
9.2.6 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist f stetig in [a, b], so ist die Funktion G(z) = [7 f(t) dt differenzierbar
und eine Stammfunktion von f:

d x
o [ a= s

Ist F' eine beliebige Stammfunktion von f, so gilt:

Beweise: 1.

zo+h o
ﬂm+mG@wi{/ﬂwﬁ ﬂwﬁ]

h
e 1
* h—
e [rerde g ne 10" ) = 6
o
ceR * . Mittelwertsatz der Integralrechnung
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2. Aus der Definition von G folgt:

]ﬂﬂﬁ:G

Ist F' eine beliebige Stammfunktion von f, so gibt es eine Kon-

stante C mit ' = G + C.

F(b)—F(a) = [G(b) + C] - [G(a) + C] = G(b) - G(a)

9.2.7 Beispiele

4
(a) [2?—z+1de=i2®— 12’42
2

3
(b) [sin?z dz = (z —sinz - cosz)
0

(Integral: siehe 9.1.4)

9.2.8 Satz: Partielle Integration bestimmter Integrale

Die Funktionen f und g seien im Intervall [a, b] differenzierbar mit stetigen

Ableitungen f’ und ¢’. Dann gilt:
b
[ £@)- @) do = 1(@) - g(2)

9.2.9 Beispiele

1
(a) [z e dx
0

1 1 1
fac eCdr=1x-¢€"
0 0
2
(b) 1[“17’” dv  f'(z)=1, f(z) =Inz

2 2 2
[z dy = (Inz)?| — [z
1 11
2 2
{l%dx:%-(lnx)Q

1
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(b) — G(a)0

——
0

—[efdr=el—0— (el =€) =1
0

g9(x) =Inz, ¢'(z) =

umstellen nach Integrand

:%-[ln22—ln21] :%-1n22

8=



9.2.10 Satz: Substitutionsregel fiir das unbestimmte Integral

Es sei

f stetig auf I = [a, b] und ¢ eine auf [, (] definierte Funktion mit

stetiger Ableitung und mit Werten in I. Dann gilt:

Jé; »(B)
/ (@) - ¢'(a) dz = / £(u) du

w(a)

Bemerkung: Im Allgemeinen ist keine Riicksubstitution erforderlich.

9.2.1

(a)

/_\
¢}
~

1 Beispiele
5
fcos?’a: -sinzx dz u=cosx = ¢(r)
0
%:—Sin{[) dw:_siim'du
SO(%) 0 0
= sine (k) du=— futdu= Yot =
»(0) 1 1
8
fl“'\/md:v u=1x-+1
%:1 du = dw r=u—1

9

9
fx-\/a;—i—ldx:f(u—l)‘\/ﬁdu:fu%—u% du =
4

oo

3 1
2 5 3 s|” 1076

= — U2 — — U2 = —
5 2 ", T 15

b

f\/a;_iﬂdw a>0 x=p(x) =a-sinu

dr =a-cosu-du

Sk S
gl
|
IS
o
@}
»n
IS

—2?=a?—a? -sin?u=a? (1 —sin®u) =a-cos?u

-a-cosu du

8 —le Qw
S
Ol
1
[V
QU
8
1
Q—oan 2
o
(@)
o |
wn
S
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9.3 Uneigentliche Integrale

Bis jetzt: f beschrinkt, [a, b] endliches Intervall.

9.3.1 Unbeschrinktes Intervall

Es sei f fiir alle z € [a, 0o) definiert und integrierbar in jedem Teilintervall
[a, b], a < b < 0.

Man sagt das uneigentliche Integral faoo f(x)dx existiert oder ist kon-
vergent, falls der Grenzwert

b
blirn f(z);dz

existiert. Dieser Grenzwert ist dann auch der Wert des Integrals von f und
f heiBt in [a, co) integrierbar. Analog

a

/ f(z)dr = lim [ f(x)dx

C——00
Cc

und

/oof(x) da:—/af(x) dar—i—]of(:c) dz

wobei a € R beliebig gewihlt werden kann.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so gilt:

00 b
/f(:L‘) dx = blirgo f(z) de = lim [F(b) — F(a)] = F(z) >

b—oo a
a

9.3.2 Beispiele

o b
@ J o= i =3 = (g ) 41 =

(b)

dxr = lim [Inb — In 1] = co = Das Integral ist divergent

b—oo

9.3.3 Unbeschriankte Funktionen

Wir nehmen an, dafi f im Intervall [a, b) definiert, in jedem Teilintervall
la, ¢], a < ¢ < b beschréinkt und integrierbar ist. Dann kann man [ f(z) dx

fiir jedes ¢, a < ¢ < b bilden. Man sagt, das uneigentliche Integral f: f(x) dx
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existiert oder ist konvergent, falls der Grenzwert liIgl fac f(z) dx existiert.
c—b—

Dieser Grenzwert ist dann der Wert des Integrals. Ist f in analogerweise im
Intervall (a, b] definiert und in jedem Teilintervall d, b] integrierbar, so wird

definiert:
b b
[ @) o= Jim [ f(a) ds
a d

Analog definiert man das Integral, wenn beide Endpunkte Unendlichkeits-
stellen sind, oder wenn im Integrationsintervall mehrere Unendlichkeitsstel-
len liegen.

9.3.4 Beispiele

2 2
a) of dx = hm f 75 da = dl—i>%1+ 2\/x ) = dl_i)rgl+(2f —2Vd) =22
1
(b) f dr = lim f dr = lim Inz| = lim (Inl —Ind) = o0
d—0+y d—0+ g A=+ = :),:
= das Integral ist divergent
2 1 2
1
(c) 1— a2 dr = —x2 —xQ
0 0 1
Polstelle bei 1 = Aufteilen in 2 Teilintervalle
Partialbruchzerlegung:
1 1 A B 1
1—22 (1—-2)(1+42) 1—:c+1+a: 2
1 1 1
[rmt=s s
1-— :U2 2/ 1
0 0 0
uneigentl. I. cigc?;l. I.
1 1 b b
—{ﬁ dr = In|l — z| . = bliI{lﬁlnH — 1 . = blﬂir{lﬁln\l — . =

1
= of % dz ist divergent, daher divergiert auch das Ausgangsintegral.

Bemerkung: Fiir uneigentliche Integrale bleiben die wichtigsten Re-
chenregeln wie beim bestimmten Integral erhalten (partielle In-
tegration, Substitution).
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9.4 Numerische Integration

9.4.1 Integrationsformeln

In der Praxis kann man oft nur einen Naherungswert von f; f(x) dx berech-
nen, z.B. dann, wenn:

e f keine ,elementare“ Stammfunktion besitzt, z.B.

sinx 1 2 e

x Inx T

e f zwar eine elementare Stammfunktion besitzt, aber ihre Bestimmung
zu aufwendig ist (z.B. rationale Funktionen).

e f nur tabellarisch gegeben ist.
Integrations— oder Quadraturformel

n
allgemeine Form: Q) = Z ag - f(zy)
k=0

zy € [a, b] : Stitzstellen
o : Gewichte
R = fab flx)dx —Q : Verfahrensfehler oder Restglied

Spezielle Integrationsformeln

Sehnentrapezformel

Man ersetzt den Graphen von f in [a, b]
durch die Sehne durch die Punkte (a, f(a))

und (b, f(b)).

P () + 1)

2
Stiitzpunkte: a, b, und g = ap = %52

Qst =

Simpson’sche Formel

Man ersetzt den Graphen von f in [a, b]
durch die Sehne durch die Parabel durch die A

Punkte (a, f(a)), H = (“TH’,f(aTH’)) und ‘
(5, 7)) //?7;:§\
AR ERI0

Qsr="2" @+ +4- f(E D Hpw) @l

. . atb
Stiitzpunkte: a, 5=, b
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Summierte Integrationsformel

Wir zerlegen das Integrationsintervall [a, b] durch die Stiitzstellen z = a +
k- h wobei h = b_T“ und k=0, 1, ..., nist, in n Teilintervalle der Lénge h.
(xo = a, x, = b).

b n Tk
a/f(x) do = ; mk/lf(x) dz

9.4.2 Satz: Summierte Sehnentrapezformel

ist f auf [a, b] integrierbar, so ist

n—1
S R LCREDWIERES D

ein Naherungswert fiir ff f(x) dz (z) und k wie oben). Ist f auf [a, 0]
zweimal stetig differenzierbar, dann gilt:

_a)?
b=a) ax 7))

R| < a
‘ |_ 12-n2 a<z<b

9.4.3 Beispiel

1
d =10, k= = — = k-h=—
/e T n 0, - 10 T =a-+ 0
0
Eooxp f(xg)
0 0 1
1 0,1 0,960789...
...bis kK = 10 ausfiillen ...
1 9
0 _ . —
ST = 55 <f(0)+2 kzlf(mk)+f(1)> 0,440919.. ..
Absoluter Fehler:
b—1)3 13 _
|R| < u - max ‘f”(:c)‘ -8 =0,006

12-1n2  a<e<b ~ 12102

f(z) = (—8 + 64z) - e~4*" = Maximum bei z = 0, Max = 8
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9.4.4 Satz: Summierte Simpson’sche Formel

f sei auf [a, b] integrierbar. Zerlegt man [a, b] durch xp, = a + k- h, k =

0,1,2,...,2n in 2n (!) Teilintervalle der Linge h = (’2_—”“ dann ist
h n—1 n
Qs=3" f(a)+2-;f($2k)+4';f($2k1)+f(b)

ein Ndherungswert fiir fab f(z) dz. Ist f auf [a, b] viermal stetig differenzier-
bar, dann gilt:

(b—a)’ N ‘f(4)(x)‘

Rl < -
1Bl < ogg0nd ~ 22X,

9.4.5 Beispiel

2
J[itdz (=lnz| =In2-Inl=1mn2=0,693147...)

b—a 1
ko xg f(xg) (k gerade)  f(x) (k ungerade)
0 1 1 —
1 1,125 — 0,888889
8 2 0,5 —

2% =2-2038096 4> =4-2,764880

Als Naherungswert fiir das Integral erhalten wir:

0,125 1
QL = ’3 (14 2-2,038096 + 4 - 2,764880 + 5) = 0,693155
Abschitzung des absoluten Fehlers: f®*)(z) = i—% = max fO(x) =24
(2-1)° 4
< ——.24~0,325-1
IRl < 285043 0,325 10

Bemerkung: In jedem Rechner sind die Funktionswerte f(x;) mit Run-
dungsfehlern behaftet. Wahrend der Verfahrensfehler mit wachsendem
n stets kleiner wird, wdchst die Summe der Rundungsfehler und kann
schlieBlich grofler als der Verfahrensfehler werden.

9.5 Anwendungen der Differential- und Integral-
rechnung

9.5.1 Kurven in der Ebene

explizite Form: Es sei f : Dy — R eine reelle Funktion. Die zugehorige
Kurve ist eine Punktmenge {(z, f(z)) : z € D¢} C R2
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Beispiel: f(z) = %, Dy =R~ {0}

implizite Form: Es sei F(x, y) eine Funktion von 2 Variablen (reell). Die
zugehorige Kurve ist die Menge aller Punkte (z, y) fiir die F(x, y) = 0 gilt.

Beispiele:

(a) Fz,y) =2 +y*—R* (R>0)

= Kreis vom Radius R, Mittelpunkt (0,0).
(b) F(z,y) = (z —20)* — (y — yo)* — R?

= Kreis vom Radius R, Mittelpunkt (zo, yo)

(c) Flz,y) = (x_$0>2+ <y_by°)2 — R?(a, b>0)

= Ellipse ’
@ ren= (2 ()=
= Hyperbel

Parameterdarstellung: Es seien x(t) und y(t) auf einem Intervall 1
definierte Funktionen. Zugehorige Kurve: {(x(t), y(t)) : t € I'}.

Beispiele:

(a) z(t) = cost y(t) = sint 0<t<2-7
= Kreis mit Radius 1. 22 + y? = cos®t 4 sin®t = 1
(b) z(t) =a-cost y(t) =b-sint
= Ellipse
(c) z(t)=r-t—c-sint y(t) =r—c-cost
= Zykloide (s. SigMath)
(d) z(t) =1+t y(t)y=2-3-t (teR)
= Parameterdarstellung einer Geraden

Polarkoordinaten: man nennt die dem Punkt P auf 1

diese Weise zugeordneten Zahlen ¢ und r die Po- P(z, y)
larkoordinaten von P. ’

Zusammenhang mit dem kartesischen Koordina-
tensystem:

2
T =708 y=r-sing  r=./22+y2% s

explizite Beschreibung von Kurven mit Polarkoordinaten:
{(¢, r(¢)) : ¢ € I} wobei r(p) eine Funktion auf I ist.
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Beispiele:

(a) () =R >0 I =10, 27]

= Kreis mit Radius R und Mittelpunkt (0, 0)
(b) r(p) =€  peR

= Logarithmische Spirale

9.5.2 Bogenliange einer ebenen Kurve

Eine Kurve sei in expliziter Formy = f(z) (f : [a, )] — R, stetig differenzierbar).
Wir wollen die Lénge der Kurve definieren. Zerlegung Z des Intervalls [a, b]:
To=a<T1<To< - < xp="0

y

Y
f(=)

Ry

: : : : : :
: : : : : : :
a=x9 X1 v Tp_1 Tk - b=xnp

Streckenzug mit der Lénge

sz =y V(@i — i)+ (f(e:) = f(wi1))?
=1

Vereinfachung durch Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung: f(x;) — f(zi—1) = (x; — xi—1) - f'(¢;) mit einem ¢; € [x;_1, 4], daher

Sy = Z V14 f1(t)? (s — wio1)

=1

b
was der Zwischensumme fiir das Integral [ /1 + f’(x)? dz entspricht.
a

1! stetig = /1 + (f’)? stetig = integrierbar, also:

b
A(lin)n .57 :/\/1 + f(x)? dx
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9.5.3 Definition: Bogenlinge

Stetig differenzierbare Funktion f gegeben. Dann verstehen wir unter der
Bogenlinge zwischen den Punkten (a, f(a)) und (b. f(b)) die Zahl

b
Sz z/\/l—l—f’(x)2 dx

Es sei jetzt ¢ : (z(t), y(t)), t € [a, b] eine glatte Kurve (glatt heifit: x und y
sind stetig und differenzierbar und /()% + ¢/(x)? # 0, t € [a, b]. Dann gilt:

b
sy = / NCIOESTIO

Bemerkung: Die explizite Darstellung einer Kurve ist ein Spezialfall der

Parameterdarstellung. (z, f(x)), = € [a, b] — in Parameterdarstellung
2t = t, y(t) = £(1), £ € [a, B].

9.5.4 Beispiele

(a)

f(z) = coshz Bogenlédnge iiber [a, b]
b

b
Sz = / \/m dr = /cosh:z dr = sinhx ’ =sinhb —sinha
a Vo2 a “
Lénge eines Ellipsenbogens, Parameterdarstellung
x(t) =a-cost (a, b>0,t€]0,2n))
y(t) =b-sint

Wegen der Symmetrie gilt fiir den Umfang der Ellipse:

™ ™

bl 3
s=4-f\/&2-sin2t+b2-cos2tdt:4~f\/b2—|—(a2—b2)-sin2tdt
0 0

Dieses Integral ist nicht elementar. Es wird (vollsténdiges) elliptisches
Integral 2. Ordnung genannt

Spezialfall: a = b= R (Kreis)
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(c) Bogenlinge einer Kardioide. Beschreibung in Polarkoordinaten:

r=f(g)=a- (14 cosy) ¢ € [0, 2] y

Ist eine glatte Kurve in Polarkoordinaten
durch » = f(¢), ¢ € [¢1, p2] beschrieben,
so gilt:

(%25
s=/\U«m2+fWde
P1

Bemerkung: Darstellung in Polarkoordinaten 148t sich in Parame-
terdarstellung umwandeln
r=r-cosp = x(t)= f(t)-cost
y=r-sing = y(t)= f(t)-sint

Aufgrund der Symmetrie gilt:

™

™
3—2/\/a2-sin2<p+a2(1+cos<p) do = 2aV?2 [\/1+ cosp dy

0 0

Wegen cos2x = 2 - cos?x — 1 gilt cos 22 +1=2-cos®>_ x
=~
% @
2
= K
3z2m/§/x/§-cos§dgpz4a-2-sin§ = 8a
, 0
9.5.5 Flicheninhalt
Berandung durch zwei Funktionen
Die Fliache zwischen den Funktionen f und g \
mit g(z) < f(x) entspricht folgender Punkt-
menge: {(z.9) ta<a<b gl <y<f@) | [
| A |
b ~_ 9
A= [ 1) = gl g
a b

a
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Berandung in Polarkoordinaten

Wir betrachten eine Fléiche, die durch die Kurve
r = f(g), sowie die beiden Halbgeraden ¢ = o und
¢ = (3 berandet wird. e Ph1
Anniherung durch Kreissektorflichen: Zerlegung y

Z des Intervalls [a, (] : @ = po < @1 < @2 < ,
oo < = (. In jedem Teilintervall wird eine Zwi- 3/,
schenstelle ty, € [pr_1, pr] und die Fliche der zu- / =28
gehorigen Kreissektorflichen mit den Radien f(¢x)

angendhert.
Ay : Kreissektorfliche mit Radius f(t;) und Flicheninhalt 1. Winkel -

Radius? = % (o — 1) - ftr)*
Naherungswert fiir den Flidcheninhalt A:

1
A~ —. — Qp_1) - 2
> 5 Pk = @r—1) - ftr)
k=1
—A
als Zwischensumme fiir 3 | aﬁ f(0)? de.
Ist f stetig, so erhalten wir:
1o 17
A= lim ;f(tk:)Q ok — pr—1) = 2/]”(90)2 dep

AZ—0 2
o

Berandung in Parameterdarstellung

Besitzt ein ebenes Gebiet als Berandung eine glatte P(ts)
Kurve ¢ : (z(t), y(t)), t € [t1, t2] (und zwei Strah-
len), dann gilt

A=t / w(t) -y (t) — 2/ (8) - y(t) dt P(t)

t1
9.5.6 Beispiele
(a) Kardioide: 7 = f(¢) =a- (1 + cos ) (0 < p2m)

2 2
A=1[a’(1+cosp)dp="2% [1+2-cosp+ cos’p dp
2 ) 58

1+cos2 %)
2

-3

wle

. 1gno 2
=§[¢+2-smgp+w+22ﬁ]o =
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(b) Ellipse: z(t) =a-cost  y(t)=b-sint  te€[0,2n] (a,b>0)
2m 2w
A= %Ofa-cost~b-cost—(—aosint)-b-sint dt = %bofcos2t+sin2t dx

1
A:%b~27r:a-b~7r

Spezialfall Kreis: a =b=r=A=7r%.7

9.5.7 Volumen und Oberflicheninhalt von Rotationskérpern

Rotationskdrper: Korper, die dadurch entstehen, dafl eine ebene Kurve
um eine Achse rotiert, die in der gleichen Ebene liegt. Im Weiteren:
Ebene: z — y—Ebene, Rotationsachse: x—Achse.

Meridian: Das rotierende Kurvenstiick

Y

Volumen eines Zylinders: Grundfliche mal Hohe. Ndherungswert fiir das
Volumen eines Rotationskorpers: Summe der Zylindervolumen Vi. Zerle-
gung: a =x9 < 11 < Ta < - < Ty = b, t € [Tp_1, Tf].

2
V= m-f° (2 —23-1)
Grundfliche Hohe

n

VA Vs Som ft) (o - o) 50w [ o) da
k=1

k=1 o

Mantelflicheninhalt

b
oz»w/u@>wh+ﬂmvm

Regeln fiir die Parameter— und Polarkoordinatendarstellung: Formelsamm-
lung.
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9.5.8 Volumen eines Rotationsellipsoids

T\2 /Y2
(da (a) +<B> =1 — nach y umstellen)
Lo 2 379
V:7r-f%-(az—ﬁ)dw:%[aQ-x—%} =3 7mab?
—1 —a

Spezialfall: @ = b = r (Kugel) V=%-m-13

9.5.9 Kriimmung ebener Kurven

Definition: c sei eine glatte Kurve, s die von einem beliebigen Kurvenpunkt
@ aus gemessene Bogenlinge und «(s) der zugehorige Neigungswinkel
der Tangenten zur z—Achse. Dann heifit k = Cé—‘;‘ (falls er existiert) die
Krimmung von ¢ im Punkt P = P(S5).

c sei explizit durch y = f(x) auf [a, b] gegeben (f zwei mal differenzierbar).

Q = (a, f(a)). s(x) sei die Bogenlinge von Y ;
@ bis zum Punkt P(z, f(z)). P

s(x):/\/1+f’(u)2 du 9)

d
é =+/1+ f'(z)> (Hauptsatz der Diff— und Int.—Rechnung)

/' =tana = a = arctan f’ (Winkel der Tangente)

p = So@de do darctanf dz f7 1 _
s dr ds dx ds 1+ f2 di
2
f// 1 f//

N

L2 T+ /2 (1442

(1) : Kettenregel anwenden
(2) : Ableitung der inversen Funktion

135



9.5.10 Beispiele
(a) f(z)=cx+d (Gerade)
fll@)y=c  f'(x)=0
= k(z) = 0 fiir alle Punkte der Geraden, d.h. keine Kriimmung.
(b) f(z) =VR?—-2?> z¢€[-R,R] (Kreis)

Y 4 C) N
M) = icpien =

9.5.11 Anwendung der Taylor—Entwicklung

In der relativistischen Mechanik wird einem freien Teilchen mit der Masse
m und Geschwindigkeit v die Energie

FE =
02
c2

zugeordnet (¢ : Lichtgeschwindigkeit).

Fiir v = 0 betriagt £ = m - ¢? und wird Ruheenergie genannt.
2
)

Der klassische Ausdruck fiir die kinetische Energie ist

Wir zeigen: E ~m - c? + 75—~ wenn v klein ist gegeniiber c.

Wir fithren die Funktion f(z) = \’}7’% =m-c-(1— :c)fé ein.

Taylor’sche Formel fiir f im Punkt 0:

f(0)=m-c?
Flay=tom- 20—t fO)=mee
f(z) = % -m-c(1 - x)’% f"(0) = % m - c2
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9.5.12 Flichenschwerpunkt

Gegeben sei eine homogene Grundfliche in der z—y—Ebene, Begrenzung
durch die z—Achse, die Geraden = = a, + = b und die Kurve y = f(z).

Koordinaten fiir den Flichenschwerpunkt:
y

Tg = —ffﬂc ) de Ys = 20y @) da Jo 12(a) da vs /—E—Mf
I (@) da Sy () da AN S
Beispiel: Schwerpunkt eines Dreiecks
f@)=b-a y
e — ff:ﬁ-%wdm_ ffxzdx —g~b
5T fab%-xdx _fabwdx_?’ ys S
ys=[.]="1 0=a 25 b @

9.5.13 Schwerpunkt eines homogenen Rotationskorpers

Meridian: y = f(x) x € [a, b]
Fiir den Schwerpunkt S = (zg, ys, zs) gilt: ys = zg = 0 und

_ f;:p - f2(x) dx
f; f2(x) dx
Beispiel: Schwerpunkt der Hélfte eines Rotationsellipsoides

(5 () -1 004 v

a
Jo x Z—i (0 —2?)dz  [Ja*z—aPdr 3

rqg = = = —.q
° o 2—2 (a? — 22) dx Joa?—x?dz 8
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Index

Aquivalenzklassen, 26
Aquivalenzrelation, 25
dquivalent, Relation, 25
duflere Ableitung, 99
duere Funktion, 28

Abbildung, 27

Ableitung, 94

absoluter Fehler, 102
absolutes Maximum, 106
Abstand paralleler Geraden, 77
Abstand Punkt—Gerade, 75
Abstand zweier Geraden, 76
algebraische Form, 15
Anstieg, Kurve, 98
antisymmetrisch, Relation, 25
Arcusfunktionen, 43
Areafunktionen, 44
Argument, 18

Aussage, Logik, 5
Aussageverkniipfung, Logik, 6
axiomatische Mengenlehre, 3

Barbier—Paradoxon, 3
Basis, Vektoren, 69

Basis, Vektorraum, 84
Beschréanktheit, 12
Beschranktheit, reelle Fkt., 30
Betrag, 13

Betrag, komplexe Zahl, 16
Binomialkoeffizient, 10
Binomischer Satz, 10
binomischer Satz, 8
Bogenlénge (Kurve), 130

Cauchy—Folge, 89
charakteristische Gleichung, 63
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charakteristisches Polynom, 63
Cosinus—Funktion, 42
Cotangens—Funktion, 43
Cramer’sche Regel, 62

de Morgan, 4
Definitionsbereich, 27
Determinante, 52
Determinante, Entwicklung, 54
Diagonalmatrix, 46
Differential, 102

Differenz, Mengen, 4
Differenzierbarkeit, 94
Dimension, Vektorraum, 85
disjunkt, Mengen, 3
Disjunktion, Logik, 6
Distributivgesetz, Mengen, 4
Dreiecksmatrix, 46
Durchschnitt, Mengen, 3

Ebene, Parameterdarstellung, 77
Ebene, parameterfreie Form, 78
echt gebrochen rat. Funktion, 36
FEigenvektor, 62

Eigenwert, 62

Einheitsmatrix, 49
Einheitsvektor, 66

elliptisches Integral, 131
Entwicklungspunkt (Taylor), 103
Erweiterungsprozess, 12
Euler’sche Formel, 43

Euler’sche Zahl, 21

explizite Form (Kurve), 128
Exponentialdarstellung, 21
Exponentialfunktion, 41
Extremstelle, 106



Extremum, 106

Fehlerrechnung, 101

Feinheit (Zerlegung), 119
Fixpunktverfahren, 113
Flécheninhalt (Integration), 132
Flachenschwerpunkt, 137
Folgen, 87

freie Variable, Logik, 7
Fundamentalsatz d. Algebra, 34
Funktion, 27

Gaufy’sche Zahlenebene, 17
Gaufl—Jordan—Verfahren, 60
Gauf3—Verfahren, 58

gebrochen rationale Funktion, 36
gebundene Variable, 8

geordnete Paare, Mengen, 5
gerade Funktion, 30

Gesetz, Logik, 7

Gewichte (num. Integration), 126
glatte Kurve, 131

Gleichheit, Ebenen, 80
Gleichheit, Geraden, 74
Gleichheit, Mengen, 2
Grenzwert, rechts/linksseitig, 89

Hauptdiagonale, 45

Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung, 121

hebbare Unstetigkeitsstelle, 92

Hessesche Normalform, 78

hinreichende Bedingung, Logik, 6

hom. lin. Gleichungssystem, 57

Horner—Schema, 32

hyperbolische Funktion, 43

Identitét, ident. Relation, 25
imagindre Achse, 17

imaginére Einheit, 15
Imaginérteil, 15

Implikation, Logik, 6

implizite Form (Kurve), 129
Infimum, 13

inhom. lin. Gleichungssystem, 57
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innere Ableitung, 99
innere Funktion, 28
Integrationsformel, 126
Intervallhalbierung, 111
inverse Funktion, 27
inverse Matrix, 49
inverse Relation, 24
irreduzible Faktoren, 34
Iterationsverfahren, 110

kartesisches Produkt, Mengen, 5
Kettenregel, Ableitung, 99
Klasse, Kombinatorik, 9
Koeffizient, 57

Koeffizienten, Polynome, 31
Koeflizientenmatrix, 59
kollinear, Vektoren, 65
Kombinationen, 9
Kombinatorik, 8
Komplement, Mengen, 4
Komplementgesetz, 4
Komplexe Zahlen, 14
Konditionierung (LGS), 62
konjugiert komplexe Zahl, 16
Konjunktion, Logik, 6
Konklusion, Logik, 6
Konvergenz, 87

Konvex, Konkav, 108
Koordinaten, Vektor, 70
Kriimmung ebener Kurven, 135
Kreuzprodukt, 67
Kurvenuntersuchung, 109

Losungsparameter, 59
Losungsvektor, 59

Liicke, 36

Lagebeziehung von Ebenen, 80
Lagebeziehungen, Geraden, 74
Leibnitz’sche Formel, 56
lineare Abhéngigkeit, 69, 84
lineare Faktoren, 33

lineare Hiille, 84

lineares Gleichungssystem, 57
Linearkombination, 69



logarithmische Differentiation, 101
Logarithmusfunktion, 41

Logik, 5

lokales Maximum, 106

Matrix, 45

Maximum, 106

mehrfache Eigenwert, 64
mehrfache Nullstellen, 33
Mengenoperationen, 3

Minimum, 106

Mittelwertsatz d. Integration, 121
Mittwlwertsatz, 104

Monotonie, 29

naive Mengenlehre, 1
Nebendiagonale, 45
Negation, Logik, 6
Newtonsche Iteration, 112
Newtonschema, Polynome, 35
Normalenvektor, 78
normierter Vektor, 66
notwendige Bedingung, Logik, 6
Nullelement, 82

Nullmatrix, 46

Nullstelle, Polynome, 36
Nullstellen, Polynome, 33
Numerische Integration, 126

Oberflicheninhalt v. Rot.korp., 134
Ordnungsrelation, 25
Ordnungswidrigkeit, 56
orthogonal, Vektoren, 65
orthonormiertes System, 69
Ortsvektor, 70

Ortsvektor, Ebene, 77

parallel, Ebenen, 80

parallel, Geraden, 74

parallel, Vektoren, 65

parallelgleich, 65

Parameterdarstellung (Kurve), 129

Parameterdarstellung, Gerade, 73

parameterfreie Geradendarstellung,
74
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Partialbruchzerlegung, 38
partielle Integration, 116
partielle Ordnung, 25
Pascal’sches Dreieck, 10
Periodizitat, Funktionen, 30
Permutation, 56
Permutationen, 8
Polarkoordinaten, 129
Polstelle, 36
Polynomdivision, 37
Polynome, 31
Potenzfunktion, 41
Potenzmenge, 2
Pradikatenlogik, 7
Prémisse, Logik, 6
Produkt, Matrix, 47
Produkt, Vektoren, 66
Produktdarstellung, Polynome, 34
Produktmenge, Mengen, 5
Produktregel, Ableitung, 98

Quadraturformel, 126
Quantoren, Logik, 7
Quaternionen, 22
Quotientenmenge, 26

Rang, Matrix, 85

Realteil, 15

Rechtssystem, 69

reele Funktion, 29

reelle Achse, 17

reelle Zahlen, 12

reeller linearer Raum, 82
reflexiv, Relation, 25
Reflexivitit, Mengen, 2

Regel von Bernoulli, 109
Regula falsi, 111

Relation, 23

relativer Fehler, 102

relatives Maximum, 106
Restglied (num. Integration), 126
Restglied, Taylorpolynom, 104
Richtungsvektor, 73
Richtungsvektor, Ebene, 77



Riemann-Integral, 119
Rotationskorper, 134
Rundungsfehler, 62

Sarrusregel, Determinante, 53
Sattelpunkt, 109

Satz von de I'Hospital, 109
Satz von Rolle, 107
Schnittgerade, Ebenen, 80
Schnittpunkt, Geraden, 74
Schnittwinkel zweier Kurven, 98
Schnittwinkel, Ebenen, 80
Schranke, obere/untere, 12
Sehnentrapezformel, 126
Simpson’sche Formel, 126
Sinus—Funktion, 42
Skalarprodukt, 66
Spaltenmatrix, 45

Spaltenrang, Matrix, 85
Spatprodukt, 68

spezielle Zahlenmengen, 5
Storglied, 57

stiickweise stetig, 92
Stiitzstellen (num. Integration), 126
Stammfunktion, 115

Steigung, Kurve, 98

Stetigkeit, 91

Substitution (Integration), 116
Substitution f. unbest. Int., 123
Summe, Vektoren, 65
Summierte Integrationformel, 127
Supremum, 13

symbolische Methode, 22
symbolischer Grenzwert, 90
symmetrisch, Matrix, 46
symmetrisch, Relation, 25

Tangens—Funktion, 43
Tangente, 97
Tangentengleichung, 98
Tautologie, Logik, 7
Taylorsche Formel, 103
Teilmenge, 2
Teilordnung, Relation, 25
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Terassenpunkt, 109
Transformationsmatrix, 51
transitiv, Relation, 25
Transitivitat, Mengen, 2
transponierte Matrix, 46
trigonometrische Darstellung, 18
Trigonometrische Funktionen, 42

Umkehrfunktion, 27
Umkehrfunktion, Ableitung, 99
Umkehrfunktion, Bestimmung, 31
unbestimmtes Integral, 115
unecht gebrochene Funktion, 36
uneigentliche Integrale, 124
ungerade Funktion, 30
Ungleichungen, 13
Universalmenge, 4
Unstetigkeitsstelle, 92
Unterraum, 83

Variationen, 11

Vektoren, 65

Vektorprodukt, 67

Vektorraum, 82
Venn-Diagramm, 2

Vereinigung, Mengen, 4
Verfahrensfehler (num. Int.), 126
Verkettung von Relationen, 24
Verkettung, Funktionen, 28
Vollstéandigkeit vonR, 13
Volumen v. Rotationskoérpern, 134

Wahrheitstabelle, Logik, 6
Wahrheitswert, Logik, 5
Wendepunkt, 108
Wertebereich, 27

windschief, Geraden, 74
Wurzeln komplexer Zahlen, 19

Zeilenmatrix, 45

Zeilenrang, Matrix, 85

Zuwachs einer Funktion, 102
Zweipunktgleichung, Vektoren, 73
Zwischensumme, 119
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