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Wiederholung

Systeme von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

() =A-y(@)+ f(z)

mit
y(@) = (1 (@), .., yn(@))” @it din
y'() = Wi (@), ... yn(@)” A= :
f(x):(fl(x)77fn(x))T ap1  +*  Gpp

Allgemeine Losung: y =y, +¥p
yp: allgemeine Losung des homogenen Systems

y'(x) = A-y(x)

yp: eine spezielle Losung des inhomogenen Systems
y'(z) = A y(z) + f(z)

allgemeine Lésung des homogenen Systems: 2 Verfahren behandelt
a) Diagonalisierung
b) Exponentialansatz

spezielle Losung des inhomogenen Systems:

a) Ansatz in Abhéngigkeit von f

b) Variation der Konstanten (Neu!)



14.6.11 Satz
Gegeben sei das inhomogene System y'(z) = A - y(z) + f(z) und sei
Cr-yi(x) + -+ Cn - yn()

die allgemeine Losung des homogenen Systems y/(x) = A-y(z). Y (z) bezeichne diejenige Matrix,
deren Spalten die n Losungsvektoren yi,...,y, sind. Der Ansatz y,(z) = Y (z) - u(z) (mit
u(z) = (u1(x),...,u,(z))7) fithrt auf die Gleichung

u'(z) =Y (z) - f(a)

aus der man eine spezielle Losung des inhomogenen Systems erhalten kann.

14.6.12 Beispiel

/ X x
Yy = —yity2te / -1 1 e

Eigenwerte von A und zugehorige Eigenvektoren:
)\1:—2, )\220 [det(A—)\-E):O]

ry = (1,-1)T, ro = (1,1)7 (linear unabhiingig)

1 1 —2 1
swea[ e i]a [ [}

Losungsvektoren in Matrix Y (z) zusammenfassen:

Allgemeine Losung des inhomogenen Systems:

y:yh+yp:[

- e 2" 4+ Cy + €
—Cy- e+ 0y +e”

14.6.13 Systeme hoéherer Ordnung

Ein System expliziter linearer Differentialgleichungen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten 148t sich durch Einfithrung neuer unbekannter Funktionen auf ein System erster Ordnung
iiberfithren. Erlduterung an einem Beispiel:

Vi (@) + 1(2) + () — v2()

Yy () — vh(x) — y1 (@) + 2 - yo(2) = 22



Wir fithren die folgenden Funktionen ein
ur = Y1, U2:yi7 us = y2, U4=y/2

und setzen diese oben ein. Es ergibt sich ein System erster Ordnung (aber mit vier Unbekannten).

s
x) = uy(x) — 2 uz(z) + ug(z) + 22

Oftmals ist es auch moglich, ein System hoherer Ordnung durch Elimination der unbekannten
Funktionen in eine einzige Differentialgleichung héherer Ordnung zu iiberfithren, in der nur eine
der Funktionen vorkommt.

Verfahren: Wie Gaufi’sche Elimination + Differenzieren einer Gleichung als zusétzliche Um-
formung,.
Beispiel: (Gleichungssystem wie oben)
(2) nach y; auflésen:
(2.1) y1(2) = y5(x) — ya(x) + 2ya(2) — 2
zweimal ableiten:
(2.2) yi(z) = 5" (2) —yg(2) +2- ¢/ (2) — 22
4
(23) 9 (&) = 95" (2) = o' () +2- o/ () — 2
(2.1) — (2.3) in (1) einsetzen:
y§4) + 208 () + vh + yo(x) = 2° + 3z + 2

lineare Differentialgleichung vierter Ordnung fiir ys

14.7 Numerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme

Viele Differentialgleichungen sind nicht formelmifig lésbar, z.B. ¢/(x) = 22 + y?(x)

Numerische Verfahren: An gewissen sogenannten Gitterpunkten x; werden Niherungswerte
y; fiir die exakten Werte y(x;) bestimmt. In diesem Abschnitt betrachten wir zuerst Anfangs-
wertprobleme der Form:

y/({L‘) = f(xvy)v UES [(l, b]a y(l‘O) =1%o

wobei xg € [a,b] und y : [a,b] — R. Als Gitterpunkte wihlen wir eine dquidistante Einteilung
des Intervalls [a,b] : z; =a+i-h,i=0,1,...,n, mit der Schrittweite h = I’_T“

14.7.1 Die Eulersche Polynomzugmethode

e Gehe vom Anfangspunkt (z,yo) aus geradlinig mit der dort ¥ (@2,92)
gegebenen Steigung f(zo,y0) um die Schrittweite h nach

rechts.
(xo,y0)—Tz1,51)
e Von dem so erhaltenen Punkt (x1,y;) gehe mit der dort vor-

liegenden Steigung einen weiteren Schritt nach rechts

a:'xo xojrh xljrh T
~— =~

® USW. x1 T2



Rekursionsvorschrift: n gegeben, h = b_T“, xo = a, yo = y(zo)
Tig1 =2 +h, yg1=yi+h flziy) (=0,1,...,n)
14.7.2 Beispiel

(@) = yla) -

—, 2 €]0,1], y(0)=1mit h=0,1 (d.h. n=10
S wela) o ( )

Man rechne mit 4 Dezimalstellen und vergleiche die Ndherungswerte mit den Werten der exakten

Losung y(x) = 2z + 1.

Rekursionsvorschrift, Ergebnis

x():()?y():l

| T Y y(z;)
R 0 [ 0,0 1,0000 1,0000
1= ST 1101 1,1000 1,0954
o 2 102 1,1918 1,1832

Yi+1 =y +0,1- (yz - 7) : : :
i=0,1,...,10 10 | 1,0 1,7847 11,7320

14.7.3 Das Halbschrittverfahren

Ahnlich wie das Euler—Verfahren, i.A. aber genauer.

Verfahrensvorschrift im i—ten Schritt: gehe vom Punkt (x;,y;) aus mit der dort gegebenen
Steigung f(z;,y;) eine halbe Schrittweite % nach rechts. Bestimme dort die Steigung f(z1+
%, yi + % - f(xi,y;)) und gehe mit dieser Steigung von (x;,y;) aus einen Schritt mit voller
Schrittweite nach rechts.
b—a

Rekursionsvorschrift: (n gegeben, h = >-%)

To = a, Yo = y(ﬂfo)

Ti4+1 :J?Z'—l-h
yz‘+1:yi+h'f($i+%,yz‘+%'f(xi,yi))

Ein dhnliches aber noch schnelleres Verfahren ist das Runge—Kutta—Verfahren, das wir nicht
behandeln (siche Formelsammlung).

14.7.4 Das Euler—Verfahren fiir DGL—-Systeme
Wir betrachten das Anfangswertproblem ¢/'(z) = f(z,y),z € [a, b]

(0)

y(2o) =y, y=(n, ) V=Wl v =ylao) = G0, y™)T

(Der Wertebereich von f liegt in R).
Das Verfahren ist wie in (14.7.1). Wir schreiben jedoch die Nummer des Iterationsschrittes bei
y als oberer Index.

b—a

Rekursionsvorschrift: (n gegeben, h = *-%)

To=a, Ti1=T;+h, y(o) = y(950)7 y(Hl) = xﬁ(i) +h- f(xz',y(i))



14.7.5 Beispiel

' (x) = v(z)
V'(z) = —sin(u(x)), 0<z<m
uw(0) =0, v(0)=1 mith=7%n=

Bezeichnung: y® = (u;, v;)7

Rekursionsvorschrift: 2o = 0, y© = (0,1)7 = (ug, vg)"

Tit1 = T+ h
YOt = 40 4 - (vi,— sin(u;))T 1=0,...,4

Ergebnis
i zo w® (@
0| 0,00 0,0000 1,0000
1]0257 1,7854 1,0000
210507 1,5708 0,4446
310,757 1,9200 —0,3407
41 1,00m 1,6524 —1,0788

Literatur zu Differentialgleichungen

e Fetzer / Friankel: Mathematik, Band 2
e Papula: Mathematik fiir Ingenieure, Band 2

e Collatz: Differentialgleichungen



Kapitel 15

Funktionentheorie

Literatur: Bug, Haf, Wille: Funktionentheorie

15.1 Die komplexen Zahlen (Wiederholung)

C: Menge der komplexen Zahlen
i+ imagindres Element, i> = —1

Ist z = x + iy, (z,y € R) eine komplexe Zahl (algebraische Darstellung), so nennt man x den
Realteil und y den Imagindrteil von z. In Zeichen: x = Re z, y = Im 2.

Es gilt:

Re(z+w):ReZ+Rew Re(a.z):a.ReZ R
Im(z4+w)=Imz+Imw Im(a-z)=a-Imz @<

Geometrische Veranschulichung von C: komplexe Zahlenebene, Gaufsche Zahlenebene.

Der Punkt (x,y) entspricht der komplexen Zahl z = = + iy.

1 T Y
Ist 2 =2+ iy #0, so ist — = —i- .
st z=x 41y #0, so is P B2 i g

Die Zahl Z = x — iy heifit die zu z konjugierte Zahl. Es gilt:

zfw=z+w ZW=2 W Z=1z
z-§:x2—|—y2 Rez:z+z Imzzz_.z
2 21

Die nichtnegative Zahl |z| = /22 + y2 = v/ - Z heiBt der Betrag von z (Abstand des Punktes z
vom Nullpunkt). Eigenschaften:

—|z] <Rez < |z| |z - w| = |2 - |w]
—|z] <Imz < |7 |z 4+ w| < |z] + [w]

Trigonometrische Darstellung fiir z € C ~ {0}: z = r - (cosp + i - sinp) wobei r und ¢ die
Polarkoordinaten des Punktes (z,y) sind. (z =z + iy, r = |2|, ¢ = argz, 0 < ¢ < 27.)

Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen multiplizieren sich die Betrige, die Argumente
addieren sich.

Deshalb ist bei festem w # 0 die Abbildung z — w - z der komplexen Ebene auf sich eine
Drehung um arg w, verbunden mit einer Streckung um den Faktor |w|, kurz eine Drehstreckung.
Zum Beispiel: Die Multiplikation mit ¢ ist eine Drehung um 90°.



15.2 Stetige Funktionen

In diesem Kapitel untersuchen wir hauptséchlich Funktionen
f:Dy — C wobei DycCC

(Sowohl Wertebereich als auch Definitionsbereich ist komplex.) Mit ¢g(z) = Re f(2) und h(z) =
Im f(z) gilt: f(z) = g(2) + - h(z) wobei g und h reellwertige Funktionen auf D sind.

Betrachten wir z = x + iy als einen Punkt der komplexen Zahlenebene, so kann man g und auch
h als reellwertige Funktionen von zwei reellen Variablen betrachten.

Beispiele
(i) Konstante Funktion f(z) = c fiir alle z € C mit einer ¢ € C
(ii) f(z) =z, Spiegelung an der reellen Achse
i) f(z

)

) f(2) =a-z, (a#0), Drehstreckung

(iv) Rez, Imz, |z|, reellwertige Funktionen auf C
)

(iii
(v) P(z) =apn-2"+---+a1-z+ag, a; € C, ay, # 0, Polynom n—ten Grades

. P(z) . . e . .
(vi) R(z) = %) wobei P und @ Polynome sind (@ nicht identisch 0): rationale Funktion

Der Graph einer Funktion ist die Menge {(z, f(z)) : 2 € Dy} die als Teilmenge von R? betrachtet
werden kann, er entzieht sich damit der Anschauung.

Eine Moglichkeit der Darstellung von f ist die Zeichnung der Niveaulinien von Re f, Im f, | f|.

Beispiel: f(z) = 22 = (z + iy)? = (2% — 4?) +i (2zy)
—— =
Re f Im f

2 2

*—y*=c €R . .
2y =c €R }vaeauhnlen

]f(z)]:\z2]:020 = Kreise

Da wir C auch als Ebene betrachten kénnen, kénnen wir die folgenden Begriffe aus R? iiberneh-
men: offene Menge (hiufig Bereich genannt), abgeschlossene Menge, Rand einer Menge.

Konvergenz einer Folge von komplexen Zahlen

Eine Folge {2z, }3° = {zp, + - yn}7° komplexer Zahlen konvergiert gegen z = x + iy, wenn

lim z, =2« und lim y, = y] < lim |z, — 2| =0
n—oo n—oo n—oo

15.2.1 Definition

Eine Funktion f heifit stetig im Punkt z € Dy wenn aus lim z, = z folgt, dafl lim f(z,) = f(2).
n—oo n—oo

Ist f stetig in jedem Punkt einer Menge U, so sagen wir, dal f auf U stetig ist.

Bemerkung: f ist genau dann stetig auf U, wenn dort Re f und Im f stetig sind.

Die Funktionen im obigen Beispiel sind alle stetig auf ihrem Definitionsbereich.



15.2.2 Satz

Ist die Funktion f auf der beschrinkten, abgeschlossenen Menge K stetig, so nehmen die Funk-
tionen Re f, Im f und |f| auf K ihr Minimum und Maximum an. Insbesondere sind all diese
Funktionen beschréinkt auf K.

15.2.3 Definition

Es sei M C C. Ein Weg (Kurve) in M ist eine stetige Abbildung v eines Intervalls [a,b] C R in
M. ~(a) heiit Anfangspunkt, v(b) heifit Endpunkt von +.

Man sagt auch: v verbindet v(a) und ~y(b). Zwei Punkte in M heiflen Verbindbar, wenn es einen
Weg in M gibt, der sie verbindet.

Die Menge M heifit (wegweise) zusammenhingend, wenn je zwei Punkte von M miteinander
verbindbar sind. Eine zusammenhéngende, offene Menge wird auch Gebiet genannt.
Beispiele fiir Wege

(a) v(t) =1 —t)-z1+t- 22, t€[0,1] (Gerade)

(b) Y(t) = 20 + 7 (cost +i-sint) = zg + 1€ t €[0,2n] (Kreislinie um 2o mit r)
=x=x9+ 71 -cost,y=1yo+r-sint

Beispiele fiir Gebiete
(a) {z€C:|z—2| <r} Kreisscheibe (ohne Rand) vom Radius r, Mittelpunkt 2
(b) {z€C:Imz >0} obere Halbebene
(¢c) {zre C:Rez >0} rechte Halbebene

15.3 Differenzierbarkeit

15.3.1 Definition

Es sei f eine auf der offenen Menge U C C definierte komplexe Funktion und zg € U.
Die Funktion f heifit in 2o (komplex) differenzierbar, wenn der Grenzwert

i 1) = f(0)
z—20 zZ— 20

existiert. Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f an der Stelle zy. Schreibweise: f(zp).
Die Funktion f': Dy — C heifit die (erste) Ableitungsfunktion von f, wobei Dy = {z € Dy :
['(z) existiert}.

M(
h

Bemerkung: Esgilt: f/(z9) = }llir% h anstelle von z— zp in der obigen Definition.)

Ist f in jedem Punkt von U differenzierbar, so heifit f holomorph auf U.

15.3.2 Beispiele
(a) f(z) = 2% ist holomorph auf C
f(zo+h)— f(z0) _ (z0 + h)3 — 2’03 _ 32’03h + 3Zoh2 + A3
h N h N h

3Z03 + 3zph + h2 }H—OO> 3202 (VZ(] S C)




(b) Die Funktion f(z) = Z ist in keinem Punkt zy € C differenzierbar.

flzo+h) = f(20) _20+h—%0
h

= =

Der Grenzwert fILiHlO % existiert aber nicht: liegt h auf der reellen Achse, so ist % =1, liegt

h auf der imagindren Achse so ist % =5+ =-1

Bemerkung: (,y) = Re f(e +y) = @ } beliebig oft partiell differenzierbar

(z,y) = Im f(z +iy) = —y

> Q

15.3.3 Satz (Kettenregel)

Es seien f: U — V, g : V — C differenzierbare Funktionen auf den offenen Mengen U und
V. Dann ist die zusammengesetzte Funktion F' = g(h) auf U differenzierbar und es gilt:

F'(z) = f'(2) - g'(£(2))

15.3.4 Ableitung der Umkehrfunktion

Es sei f eine holomorphe Funktion auf der offenen Menge U. Ist zp € U und f(zp) # 0, so
gibt es eine Umgebung Uy C U von zy mit der folgenden Eigenschaft: Auf Uy ist die Funktion
invertierbar, die Umkehrfunktion f~! ist holomorph auf f(Up) (der Wertebereich von f auf Up)

und es gilt:
1

—1y/ 2) =
V0= me)

Beispiel: f(z) = 22, f(z) =2z # 0 fiir 2 # 0
Der néchste Satz gilt nicht fiir reelle Funktionen

15.3.5 Satz

Ist eine Funktion auf einer offenen Menge differenzierbar, so ist sie dort beliebig oft differen-
zierbar.

15.3.6 Die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen

Eine Funktion f(z) = f(z + iy) = g(z,y) + i h(z,y) auf einer offenen Menge U ist genau dann
differenzierbar, wenn g und h auf U stetig partiell differenzierbar sind und g, = hy, g, = —h,.
Ist f diffbar, so gilt:

f/(z) =g ti-hy=hy—1i-gy

Beispiel: f(z) = 22 = (x + z'y)2 = (xQ — y2) +i(2ry) = ge=220=hy, gy=—2y=—h,
——— ——

9(zy) h(z,y)
Wir leiten die erste Cauchy—Riemansche Differentialgleichung nach z, die zweite nach y ab.

9rx = hyx

= Gox + Gyy =0
Gyy = —hay = —hys } G T Gy

Analog sieht man: hg, + hyy =0



Der Realanteil und der Imagindranteil einer holomorphen Funktion erfiillen also die sogenannte
Laplace-Gleichung
Pu 0%
—+ == =0.
0x?  Oy?

Funktionen, die diese Gleichung erfiillen heiflen harmonisch.

Beispiel: 22 —y?, e - cosy, log(x? + y?)

15.4 Potenzreihen

15.4.1 Definition
Gegeben sei eine Folge {a,}, a, € C.

n

Def.
Sn = al+"'+anzzak
k=1

Die Folge {sy} heifit die Folge der Partialsummen von {a,}.
Diese Folge heifit die zu der Folge {a,} gehorende unendliche Reihe. Konvergiert {s,} gegen
eine komplexe Zahl s € C, so sagen wir, die Reihe sei konvergent und besitze die Summe s.

o0 n
Schreibweise: s= > a;y = lim ) ap=a1+as+ag+---
k=1 T k=1
[e.e]
Existiert der Grenzwert nicht, so heifit die Reihe divergent. Eine Reihe ) aj heit absolut
k=1

o0
konvergent, wenn die Reihe » |ag| konvergiert. Absolute Konvergenz zieht Konvergenz nach

k=1
00

sich. Da > |ag| eine Reihe reeller Zahlen ist, hat man fiir absolute Konvergenz die iiblichen Tests

=1
fiir reelle Reihen: Quotientenkriterium, Wurzelkriterium, Majoranten- und Minorantenkriterium.

o
Ist die Reihe ) aj konvergent, so ist klim ar = 0.
k=1 —00

15.4.2 Beispiel

oo
Die geometrische Reihe ) 2" (z € C) ist fiir |2| < 1 absolut konvergent.
n=0
Fiir 2| > 1 ist {zF}, | keine Nullfolge, die geometrische Reihe divergiert dann.
n 1 — ntl
Es gilt: 3 2F =

—— (n=0,1,...)
k=0 ==

) 1
Fiir |z| < 1ist lim 2" =0, also Y 28 = —— |2| < 1.
n— 00 k=0 1—2z

15.4.3 Definition: Potenzreihe

Eine Potenzreihe ist eine unendliche Reihe der Form

o0

sz =ar-(z— zo)k wobei ay, z, 20 € C
k=0

Der Punkt zy heif3t Entwicklungspunkt.
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Beispiel: Die geometrische Reihe (siehe oben), ar = 1, zp = 0. Ihre Konvergenzmenge ist die
offene Kreisscheibe {z € C: |z] < 1}.

Die allgemeine Situation ist nicht wesentlich komplizierter:

15.4.4 Satz
Fiir jede Potenzreihe f(2) = > ay-(z—20)* gibt es ein r mit 0 < r < oo, so dafl die Potenzreihe
k=0

fiir |z — 2| < r absolut konvergient, fiir |z — zg| > r divergent ist. Ist > 0, so ist f auf
Dy(z0) ={z€C:|z— 2| <r}

holomorph, ihre Ableitung berechnet sich durch gliedweise Differentiation:
Fl(z)=> k-k-ap-(z— 2)
k=1

Die Zahl r heifit Konvergenzradius, die Menge D,(z9) Konvergenzkreis der Reihe. Uber die
Konvergenz auf dem Rande lassen sich keine allgemeinen Aussagen machen. r 1483t sich wie in
reellen Funktionen bestimmen:

li d !
r= lim und r=————
n—00 | Gn+t1 lim %
o oy, Vel
falls die Grenzwerte existieren.
15.4.5 Beispiele
. . s s X 1z . .
Der Konvergenzradius der Potenzreihen Y 2™, Y n-z""1, 3 17 ist gleich 1.
n=0 n=1 n=1
oo [e.e]
Fiir Y n-z"ist r =0 fiir ). - 2" ist r = 0.
n=0 n=0

Wir berechnen die Summe der Reihe Y n- 2" L

Py}
i”: @)) B (1;),: e

18

Sei f(z) = 1. 2" Dann gilt fiir |2] < 1:
n=1

/ _OO nfl_oo n __ 1
fa) =2 2" =3 " =1
n=1 n=0

Wie man hieraus f bestimmen kann, sehen wir im néchsten Abschnitt.

15.5 Elementare Funktionen

(o)

1
Bereits bekannt: e* = Z

il z", x € R (die Taylor-Reihe der Funktion e*).

n=0
Deshalb definieren wir die Exponentialfunktion auf C durch

z_E n _ 2 3
e . H.Z I_{_z_‘_fz +7Z +... (ze )

11



Analog erweitern wir die trigonometrischen Funktionen auf C:

cosz:i(_l)n-z% :1—122+iz4+--- (z€C)
2 (2n) 2° T
o0

: (71)71 2n+1 1 3 1 5

Slnz:z;)(Zn—f—]_)!‘zn :Z_EZ +17202 4+ (ZE(C)
n=

Nach Satz (15.4.4) sind €*, sin z, cos z holomorphe Funktionen auf C. Aus der Definition folgt:
cos(—z) = cos z, sin(—z) = —sin z

Durch gliedweise Differentiation erhalten wir

/ - 1 TL/ S 1 n— S 1 n z
() =<Zn!'2> :Zm'z IZZ'Q'Z =e

n=0 n=1
Analog sehen wir, dafl (cosz)’ = —sin z und (sin z)" = cos z.
Aus der Definition folgen die Fuler’schen Gleichungen:
¥ =cosz+isinz e ¥ =cosz —isinz

cosz = % (eiz + eiiz) sin z = % (eiz — e*iz)

Man kann zeigen, dafl e*Tt = e* - e! (t,t € C). Hieraus und aus den Euler’schen Gleichungen
folgt:

sin(z +t) =sinz - cost + cos z - sint cos(z +1t) =cosz-cost —sinz-sint

Die 1. Gleichung mit ¢ = 7: sin(z + §) = cos z
Die 2. Gleichung mit t = —z: 1 = cos? z + sin? 2

Aus den Euler’schen Gleichungen erhalten wir:
e” =" =" . e =" (cosy +isiny) =7 (cosy + isiny)
(die trigonometrische Darstellung von e?), wobei r = |e?|, y = ¢ + 2lmi mit einer ganzen Zahl .
e — 1 TR — 0% (= 0,41, 42,...)

Die komplexe Exponentialfunktion hat also die Periode 27i (und auch die ganzzahligen Viel-
fachen von 2mi). Andere Perioden gibt es nicht. Die Funktion e* hat keine Nullstellen, da
e F=e"=1#0=e*#0.

Die Funktionen cosz und sin z haben nur reelle Nullstellen. Sie haben die Periode 2k7, (k =
+1,4+2,...), andere Perioden gibt es nicht.

Die reellen Funktionen Tangens und Cotangens lassen sich zu holomorphen Funktionen fortset-
zen durch die Definitionen:

sin z

tanz = , A (k+ L)

COS 2
k=0, 41, £2, ...

COS 2

cotz =——, z#k-7
Sz

Es gilt:
1 6iz_e—iz 1 eQiz_ 1 eiz+€—iz 62iz+1
tanz=-+ —m— = — . und cotz =14 - — =q-
ez + e~z 7 e?zz+1 ez — e~z 6212_1



Auch die Hyperbelfunktionen lassen sich auf natiirliche Weise zu holomorphen Funktionen fort-
setzen:

4 —Z z —Z
. e“ —e e +e
sinhz = ——— und coshz = ———
2 2
Aus den Euler’schen Formeln folgt:
sinh z = —siniz cosh z = cosiz
1
sinz = —sinh iz cos z = cosh iz
7

Die Logarithmusfunktionen

Auf der reellen Achse ist die exponentielle Funktion streng monoton wachsend und deshalb
invertierbar. Die Inverse haben wir mit log oder In bezeichnet.

Im komplexen Bereich ist die Situation anders. Die Funktion e* bildet C auf C \ {0} ab, jede
komplexe Zahl w # 0 wird dabei an unendlich vielen Stellen als Wert angenommen.

Beweis: Seiw =171 -¢% (r = |w| #0, ¢ = argw, 0 < ¢ < 27) die exponentielle Darstellung
von w. Fiir k=0, £1, £2, ... sei z; = logr + i(¢ + 2km).

Dann gilt e = elogrtilpt2km) — clogr . pi(p+2km) — 1. ci% .1 — ¢ von den unendlich vielen Zahlen

z) liegt genau eine in dem Streifen D = {z =z + iy : —0o < z < 0o, —7 < y < 7}, ndmlich

logr 4+ ip, wenn 0 < o < 7 (k=0)
J Re logr +i(p — 2m), wenn ™ < ¢ < 27w (k=-1)
P N

Die Einschriankung von e* auf D ist eine ein-eindeutige Abbildung von D auf C~\{0}. Die inverse
Funktion nennen wir Logarithmus (auch Hauptzweig des Logarithmus genannt), und bezeichnen
sie auch mit log z oder In z.

Bezeichnung: R_ = (—00,0] (nichtpositive reelle Zahlen).
(Im néchsten Satz betrachten wir R_ als Teilmenge von C)

15.5.1 Satz
Fiir z € C mit |1 — 2] < 1 gilt: )
Imz
- 1
IOgZ:Z(—l)n—Fl'*(Z—l)n R m
n .
k=1 \1/ Rez
1
log z ist differenzierbar auf C ~\ R_ und (logz)’ = -
z

In den Punkten von R_ ~ {0} ist log z nicht stetig.

15.6 Kurvenintegrale

Zur Erinnerung: Ein Weg in einer offenen Menge U C C ist eine stetige Abbildung 7 eines
Intervalls [a,b] € R in U. v 148t sich schreiben als

V(1) = 2(t) +iy(t)

13



wobei x und y stetige, reelle Funktionen sind. Sind sie stiickweise stetig differenzierbar, so heifit
auch v stickweise stetig differenzierbar, oder etwas kiirzer: ein Integrationsweg.

Ist y(a) = v(b) so heifit der Weg (oder die Kurve) geschlossen. Ist y geschlossen und y(t1) # v(t2)
fiir a < t; < ty < b, so heifit v einfach geschlossen. Die Ableitung v/ von < ist definiert durch
v (t) = 2'(t) +4y/(¢) fiir alle t, wo x und y differenzierbar sind. Fiir die endlich vielen Werte, wo
x oder y nicht differenzierbar sind setzen wir 7/(¢t) = 0 (nur damit 4’ iberall definiert ist).

Beispiele:

(a) zo=zo+1-yo€C, r>0

V() =20+ 7€, t =10, 27] 7(0)
Dann ist v einfach geschlossen und stetig differenzierbar. = v(2n)
, d . d . .
v (t) = p [20 + 7 (cost +isint)] = %[(xo + 7 -cost) +i(yp + r-sint)]

=—r-sint+i-r-cost=14-r-(cost+i-sint)

=g.r- e

(b) Fiir 29, 21 € Cist y(t) = z0 + t - (21 — 20), t € [0, 1] die Verbindungsstrecke von zy nach
z1. 7y ist stetig differenzierbar und +/(t) = 21 — 2.
(c) Allgemeiner: Fiir zg, 21, ..., z, € C definieren wir v : [0, n] — C durch:
Yt) =z + (t — k) - (zk+1 — 21), t € [k, k+ 1]
Streckenzug von zg nach z,. v ist stiickweise differenzierbar, geschlossen, wenn zy = z,,.

Y (t) = zpt1 — 2k, t € [k, k+1]

Zusammensetzen von Wegen

Hat man zwei Wege 71 : [a,b] — C, 72 : [¢,d] — C derart, dal der Endpunkt ~;(b) von
~v1 mit dem Anfangspunkt v2(c) von 7, iibereinstimmt, so definiert man den aus 7; und o
zusammengesetzten Weg v17y2 durch: v17y2 : [a,b+ (d — ¢)] = C

() t € [a,b]
ne(t) = { fy;(t+c—b) tebb+(d—rc) " )/\72(61)
1(a

Weiterhin erkliren wir zu jedem Weg v : [a,b] — C den entgegengesetzen Weg v~ 1 : [a,b] — C
durch y~! = y(a + b —t) (Anfangs— und Endpunkte werden vertauscht).

Im Falle von Beispiel (a) ist v~ die im Uhrzeigersinn durchlaufene Kreislinie, sie wird durch
v~ Ht) = 20 + 7 - e gegeben (t € [0,27], a =0, b= 27).

Bereits bekannt: Die Linge eines Weges () = x(t) + iy(t) ist

14



15.6.1 Satz

Das Integral einer auf [a,b] C R stiickweise stetige, komplexwertigen Funktion f ist definiert
durch

b b
/f(t)dt:/Re(f(t))dt+i~1m(f(t))dt

Die entsprechenden Eigenschaften reeller Integrale und der Hauptsatz der Differentialrechnung
bleiben giiltig: Ist F : [a : b] — C eine differenzierbare Funktion mit F' = f, so gilt:

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a)

. ™ ™ e ™
Beispiel: [edt = [costdt+i [sintdt = sint‘o + i(—cost) .= 2
0 0 0

1

oder: mit F(t) = 1. e gilt: F'(t) = e = [elldt=F(r)—F(0)=231(-1-1)=2
0

15.6.2 Zwischensummen

Es sei v : [a,b] — C ein Integrationsweg und f eine stetige Funktion auf v. Wir wihlen eine
Zerlegung Z = z(t1,t1,...t,) von [a,b] in n Teilintervalle wobei a =ty < t; < --- < t, = b und
setzen z; = y(t;).

Auf dem Kurvenstiick von z;_1 nach z; wihlen wir einen

beliebigen Punkt w; (i = 1,...,n) und bilden die Zwi- 20—~ o
schensumme /\i/
n
5(2) :Zf(wk) (2 — 2K-1) to=a t1 tz o b1t e b=ty
k=1

Mit A(Z) bezeichnen wir die maximale Liange der Teilkurven von Z (die Feinheit der Zerle-
gung).

15.6.3 Satz

Fiir eine beliebige stetige Funktion f existiert der Grenzwert lim S(Z) den wir mit | be-

A(Z)—0 ~
zeichnen. Weiterhin gilt:

[ 1rdz= [ o) @

vy a

15.6.4 Beispiele

a) BEsseizg € C, r>0, y(t) =20 +7-e?, te€0,2n] (positiv orientierte Kreise)

1
d =
und £(2) = ——
2 27

. 1 1 ) it ) )

Dann ist dz= | —————— -1 dt = | idt =273
z— 20 20+ r-et —zg S—~—
¥ 0 \——— (1) 0

fOv(®)
Bemerkung: Das Ergebnis ist unabhéngig von r!
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b) Ist [a,b] C R und ~y die Strecke von a nach b: y(t) =a+t-(b—a), t € [0,1] so ist fiir eine
beliebige stetige Funktion f

N———

Subst.=x a

/f(z)dz:/lf(a—kt'(b—a))-(b—a)dt:/f(:n)dt
v 0

e

da‘fl—f:b—a, dtzf-dx)

a

2. Integration iiber die Strecke [—1, 1] (siehe b))
1
/ |z|dz:/|t|dt: 1
~1,1] -1

Dieses Beispiel zeigt, dafl Kurvenintegrale i.A. nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt des
Weges abhéngen.

15.6.5 Eigenschaften des Integrals
) [er-filz) + e fa(2)dz =1 [ fi(2)dz+ o [ fa(2) dz
gl gl g

(ii) [ f(z)dz = — [ f(z)dz, wobei y~! den entgegengesetzte Weg bezeichnet.
! gl

(iii) Sind 71, ..., 7, Integrationswege, die sich zu einem Weg 7 zusammensetzen, so gilt:

/f(z)dz:/f(z)dz+---+/f(z)dz

(iv) | [ f(2)dz| < L(v) - max |f(2)| wobei L(v) die Lénge und W, den Wertebereich von +
v zeWsy

bezeichnen.

15.6.6 Definition: Stammfunktion

Es sei f eine Funktion auf der offenen Menge U C C. Eine Funktion F': U — C heifit Stamm-
funktion, wenn F holomorph ist und F/ = f. Sind F und G Stammfunktionen von f, so ist
F — G konstant (folgt aus 15.3.3.v).

15.6.7 Satz

Es sei f eine stetige Funktion auf der offenen Menge U. Dann sind die folgenden Aussagen
gleichwertig:

(i) f besitzt eine Stammfunktion
(ii) Es gibt eine holomorphe Funktion F auf U mit [ f(z)dz = F(z1) — F(z) fiir beliebige

5
Punkte zg, 21 € U und fiir einen beliebigen Integrationsweg v in U von zp nach z;.
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(iii) Fiir einen beliebigen geschlossenen Weg v in U gilt: [ f(z)dz =0
v
Folgerung: Besitzt f eine Stammfunktion F, so gilt mit einer C € C:

F(z) = / F(w) dw

z

wobei 29 € U und | bezeichnet das Integral {iber einen beliebigen Weg in U von 2 nach z.
20

15.6.8 Beispiel

(a) f(z) =2" (n# —1, U = C oder C \ {0}). Stammfunktion: F(z) = %H L
Also gilt fiir einen beliebigen Integrationsweg in C oder C ~\ {0} mit Anfangspunkt zo und
Enpunkt z;:

/Zn ds — 1 (21" = ")

(b) In (15.6.4) haben wir gesehen, dal [ 1dz = 2mi.

|z|=r

Wegen des vorhergehenden Satzes kann die auf C \ {0} definierte Funktion % dort keine
Stammfunktion haben. In z ist jedoch eine Stammfunktion auf [z — 1| < 1

Zur Erinnerung: FEine offene Menge D C C heifit einfach zusammenhdngend, wenn sich
jeder Integrationsweg in D stetig innerhalb von D auf einen Punkt zusammenziehen 148t (keine
,Locher* in D).

15.6.9 Satz: Der Cauchysche Integralsatz

Ist f eine holomorphe Funktion in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet G, so gilt

/f(z)dz:()
gl

fiir jeden geschlossen Integrationsweg v in G. Folglich hat f eine Stammfunktion auf G.

15.6.10 Definition

(nur anschaulich) Sei «y eine stetige, geschlossene und doppelpunktfreie Kurve auf C. Durch ~
wird die komplexe Ebene in ein beschrianktes Gebiet, das Innere von v und in ein unbeschrénktes
Gebiet zerlegt. Ein Integrationsweg heifit positiv orientiert, wenn beim Durchlaufen des Weges
das Innere des Weges stets auf der linken Seite liegt.

Vereinbarung: Bei Integralen der Form [ f(z)dz ist immer positive Orientierung gemeint.

|z — 29| = 7.

15.6.11 Satz: Der Cauchysche Integralsatz fiir mehrfach zusammenhingende
Gebiete

Es seien ¢, c1, ..., ¢, geschlossene, doppelpunktfreie und positiv orientierte Integrationswege in
einem Gebiet D. Alle Kurven ¢ sollen im Inneren der Kurve ¢ liegen und jede Kurve ¢ im
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AuBeren jeder anderen Kurve c;. Ferner liege das durch ¢ und ¢, gebildete Ringgebiet in D. Ist
dann f eine holomorphe Funktion in D, so gilt:

[ﬂ@@:g%[ﬂ@@

15.6.12 Beispiel

1
= [ —d-=
/ 1+2%

1 1
d 4
/ 2%t / 1+22%

|z|=2 |z—i|=1 |z4i]=1
1 1 1
Partialbruchzerlegung: T2 % (z — T z)

Wir setzen diesen Ausdruck in die Integrale ein:

1 1 1
I=— dz — —
2% / Ty

|z—i|=1 |z4i|=1
denn nach dem Cauchyschen Integralsatz ist [ dz=4 [ Lde=0
z—i|=1 |2+i|=1
Mit 15.6.4.a erhalten wir: ]
I:Z~27ri—2f 2w =

15.7 Die Cauchyschen Integralformeln

15.7.1 Satz: Cauchysche Integralformel

Sei f in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet D holomorphe Funktion. Ferner sei v ein in
D verlaufender geschlossener, doppelpunktfreier, positiv orientierter Integrationsweg.
Dann gilt fiir jedes z aus dem Inneren von ~:

)
T or
¥

15.7.2 Bemerkungen:

(a) Aus der Cauchyschen Integralformel folgt: Die Funktionswerte von f im Inneren der Kurve
sind eindeutig durch die Funktionswerte entlang der Kurve bestimmt.

(b) Die Formel 148t sich in der Form

f( )dw—2m f(z)

v

schreiben, die auch fiir die Berechnung von Integralen benutzt werden kann.
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15.7.3 Beispiele

(a) / S . Mit 2 = —i, f(w) = sinw ist f holomorph in C und es gilt

w—+1
v
M dw = 27i - sin(—i) = 27i - (—1) - sinh 1 = 27w sinh 1
w1
lw=2]
1
b d
) / (w+ D)(w—1)3 " .
|lw+1|=1 i
Mit z = —1 und f(w) = ﬁ ist f holomorph in C~\ {1} = —2\ ! L

Dy, der Integrationsweg verlduft in D; und es gilt:

(w) . . 1 i

L)y = omi - f(—1) = 2w =

w1 Qv =2mi J(=l) = 2w s =
Jw+1]=1

Bemerkung: Dy ist zwar nicht zusammenhéngend, aber der Integrationsweg verlauft
im einfach zusammenhéngenden Gebiet |w + 1] < 2 das in Dy liegt.
15.7.4 Satz: Cachyscher Integralsatz fiir die n-te Ableitung

Seien die Voraussetzungen von 15.7.1 erfiillt. Dann gilt fiir jedesn =1, 2, ...

f(n)(z) = L‘ ./(wi(z)))nﬂdw

2T
v

Bemerkung: Diese Formel 148t sich in der Form

/f(w)dw — %r M (2)

(w _ Z)nJrl
Y

schreiben, die auch fiir die Berechnung von Integralen benutzt werden kann.

15.7.5 Beispiele

2
(a) / <w1> dw=1. Mit f(w)=w? z=1,n=2ist f holomorph auf C, f(" (w) = 6-w
w —_—
gl
und es gilt:
271, .
(b) I = / ! dw wobei |a| <r < |[bj und n > 1
) w-arw-p"" -
|w|=r
Mit f(w) = -5, 2 = a ist f holomorph auf C \ {b} und
2mi
I= . f(n=1)
S @
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) =(w-b"

J(w) = (-1)-(w—b)

F(w) = (=1) - (=2) - (w—b)~?

J(w) = (=1)-(=2) - (=3) - (w — 1)

PO = (1) (22) e () (= B = (DR R (= )R

15.8 Potenzreihenentwicklung

15.8.1 Satz

Sei f eine im Gebiet D holomorphe Funktion. Dann 148t sich fiir f in jedem Punkt zg € D eine
Taylor-Reihe

k),
f) =3 )y

entwickeln, die in jedem Kreisgebiet um zg, das ganz in D liegt, konvergiert.

o0
Bemerkung: Diese Darstellung von f ist eindeutig im folgenden Sinne: Gilt Y ay-(z—20)* =
k=0

8]
3> by - (2 — 20)¥ in einem Kreisgebiet um zg, so ist aj = by, fiir alle k.

15.8.2 Beispiele
(a) f(2) =€, Dy =C, 2 = 0. Dann ist fF)(2) = ¢, f®(0) =1 und

°°1

[e.e]

= Z 2 |z| <1 geometrische Reihe, Taylor-Reihe in dem offenen Einheitskreis
k=0
um 0
Allgemeiner: f(z) = —— = _ (a #0)
gemeiner: f(z) = =—- a
a—z a 1-2
1 « 1 1 .
52() ==Yk firfE <1 s <o)
k=0 k=0

Will man g(z) = Gomayz Um 0 entwickeln, so beachte man

(z—a

Fe)=—gs) = gla)=—f() =" [Z - 'f] D T
k=0
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(c) Rationale Funktionen zerlegt man in Partialbriiche, die wie in (b) behandelt werden. Zum

Beispiel:
-1 1 1 1

R P e RS I e R

Folglich ist

k k-1 k
f(z)——Zz —|—Zk-z +§ 227: z
k=0 k=1 k=0
S (k+1)-25
k=0
[e.e]
1 k
= <k T 2k+1> o
k=0

15.8.3 Satz

Die Funktionen f und g seien im Gebiet D holomorph. Ferner gelte in einem Punkt 29 € D :
F®)(z9) = g®(20), k=0,1,2,.... Dann gilt f(z) = g(2) fiir alle z € D.

15.8.4 Definition

Die Funktion f sei holomorph in einer Umgebung U von zg. Der Punkt 2y heifit Nullstelle der
Ordnung m von f falls eine in U holomorphe Funktion g existiert, so dafl

f(z) =(z=20)"-g(z)  und  g(z0) #0.

15.8.5 Satz

Die Funktion f sei holomorph in einer Umgebung von zy. Der Punkt zg ist eine Nullstelle der
Ordnung m von f genau dann, wenn f(zp) = f'(z20) = ... = f D (z) = 0 und f™(zg) # 0.

Bemerkung: Aus diesem Satz folgt, dafl die Taylorreihe von f um zg folgende Form hat:

k), o i
f(z):Zfi(o)-(z—zo)k:(z_zo)m.zf k(' 0)
k=m

)k—m

k! ‘(Z_ZO

k=m

9(20)#0

15.8.6 Beispiele

(a) f(z) =sinz, zo=0.
Dann ist f(0) =0, f/(0) =cos0 =10 = 0 ist eine einfache Nullstelle von sin. Es gilt:

[e.@]
. (=" 2n+1 Ly, 1 5 Ly, 1 4
=5 = . SR SRy, B | R I
f— nzo(znﬂ)! ‘ T8 T’ ‘ 6° 10
(b) f(z) =1—cosz, z=0.
Dann ist f(0) =0, f/(0) =sin0=10, f”(0) =cos0=1%#£0
= 0 ist eine zweifache Nullstelle von f. Weiterhin gilt:
oo
_ (=" o _ Lo, 14 _o |11,
1—cosz-1—Z (2n)! 2 =1- 1—52 —I—QZ | =25 T g% 4+

n=0
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15.8.7 Satz

Die Funktion f sei holomorph in einer Umgebung von zp, und nicht identisch mit Null, und
sei f(z0) = 0. Dann gibt es eine natiirliche Zahl m, so dal zy Nullstelle der Ordnung m ist.
Weiterhin besitzt zp eine Umgebung, wo zy die einzige Nullstelle von f ist (d.h. die Nullstelle
20 ist isoliert).

15.9 Isolierte Singularititen, Laurent-Entwicklung

15.9.1 Satz

Die Funktion f sei im Ringgebiet D = {z € C: r; < |z — 20| < r2} mit
0 < r; < ro < oo, holomorph. Dann 148t sich f in D in eine Laurent-

Re_z'he um zg gntwickeln: %
- k

1 f(w)
k_%/ (w— 21
K

gegeben, wobei K ein beliebiger, positiv orientierter Kreis um zg ist, der im Innern von D liegt.

Anmerkungen

(1) Die Koeffizienten der Laurent-Reihe sind eindeutig im folgenden Sinne: Gilt

iak z—zo Zbk z—zo , z€D

k=—0o0 k=—0o0
so ist by = ay, fir jedes k.
(2) Man nennt
o0
= Zak (z—z)F
k=0
den reguldren Teil,
—0o0 o0
h(z):Zak z—29)" Zz—zo

k=-—1 k=1

den Hauptteil der Laurententwicklung.

Es gilt: f(2) = g(2) + h(z2).

15.9.2 Beispiel
Fiir die Funktion y

1 1 1
f(z) = -2):-3) (:-3) (-2

sollen Laurent-Entwicklungen fiir die Ringgebiete |z| < 2, 2 <
|z| <3 und |z| > 3 um den Punkt 0 angegeben werden. In diesem
Falle brauchen wir keine Integrale zu berechnen.
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1 I 1 = /2\F = 1,
d<2i =g (5) — g

konvergiert fiir |2| < 1< |z| < 2 (geometrische Reihe —==).
2

1 11 I /2 &2 X1,
2l >2: —5 =213 :Z'Z<Z> = = D gt
z k=0 k=0 k=-1
konvergiert fiir |2| <1< |z| > 2.
Analog:
1 11 1
2l <3: — =g 75 ="> gyl
3 k=0
1 11 — 1
2l >3: —o =TT =" 2. FTEN
z k=—1
Damit ergibt sich:
[ 1 1
k=0
(Taylor-Entwicklung, Hauptteil = 0)
— 1 — 1
f(z):—zﬁ‘zk—Z%Jrl-zk fir 2<|z/ <3
k=-1 k=0
— [ 1 1
k=—1

(regulérer Teil = 0)

15.9.3 Definition

a_y
(z—20)F

oo
Sei f holomorph in {z € C: 0 < |z — 2| < r} und sei h(z) = >
=1

Laurententwicklung von f in zp.
Man nennt den Punkt zg

(i) hebbare Singularitit, falls h(z) =0, d.h. a_p =0 fir alle k =1, 2, .. ..

der Hauptteil der

(ii) Pol der Ordnung m (m =1, 2, ...), falls h(z) = Yk = 1" =%+ d.h. a_j, = 0 fiir k > m.

(z—20)

(iii) wesentliche Singularitat, falls a_j, # 0 fiir unendlich viele k£ > 0.

15.9.4 Beispiele

(a) Die Funktion f(z) = 22 ist holomorph in C \ {0}. Die Laurententwicklung in zo = 0

lautet:

1 1 & (- o~ (CDF
f(z):.San:.Z(Q(]{_|_>1)!'ZQk+1:Z(2(k_i_)1)!.ZQk

z z
k=0 k=0

= h(z) = 0 = 0 ist eine hebbare Singularitéit. Die Potenzreihe auf der rechten Seite ist
eine holomorphe Funktion auf C und nimmt bei 0 den Wert 1 an. Deshalb 148t sich f zu

einer in ganz C holomorphen Funktion ferweitern, indem man setzt:

f(2) = f(2), wenn z # 0 und f(0) =1
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2
-2
(b) Die Funktion f(z) = ziz;—? ist holomorph in C \ {2}.

Polynomdivision: f(z) = % +24(2—-2)
— ———

Hauptteil
Der Punkt 2 ist eine Polstelle der Ordnung 1.

reg. Teil

(c) Die Funktion f(z) = ez ist holomorph in C \ {0} und die Laurententwicklung in 0 ist

oS0 () - 8
z) = —- (=) = z
| — k)
k=0 o k::—oo( k)
d.h. unendlich viele Koeffizienten a_j sind von 0 verschieden = 0 ist eine wesentliche
Singularitét.
15.9.5 Satz

Die Funktion f sei auf der offenen Menge D holomorph. Dann hat f in zg € D eine Nullstelle
der Ordnung m genau dann, wenn die Funktion % in zg eine Polstelle der Ordnung m besitzt.

15.9.6 Beispiele

Mit Hilfe von 15.9.5 und 15.8.5 kann man oft die Ordnung einer Polstelle einfach bestimmen.

1

sin z

(a) f(z) = =, 20 =0. f(lz = sin 2z hat eine Nullstelle erster Ordnung in 0, da cos 0 # 0 =

hat eine Polstelle erster Ordnung bei 0.

~

(b) Die Funktion tanz = 522 hat eine Nullstelle erster Ordnung bei 0 (da ﬁ # 0) =

Cos z

cot z = = hat eine Polstelle 1. Ordnung bei 0.

(c) f(2) = =5 hat eine Polstelle erster Ordnung in 0.

15.9.7 Satz

Die Funktion f sei auf der offenen Menge D holomorph und sei r > 0 so, dafl
Kr={2e€C:0<|z—2|>r}CD
. Dann gilt: zg ist genau dann eine
(i) hebbare Singularitit, wenn f auf Kr beschrinkt ist,

(ii) Polstelle, wenn lim |f(z)| = oo (der Grenzwert muf} also existieren),
z—20

(iii) wesentliche Singularitit, wenn f in jeder beliebig kleinen Umgebung von 2y jedem
komplexen Wert beliebig nahe kommt.

15.10 Residuensatz und Anwendung

Ziel: Berechnung von Integralen der Form [ f(z)dz, wobei 7 eine geschlossene Kurve ist und

5
f im Inneren von ~ endlich viele Singularitdten besitzt.

Eine Methode kennen wir bereits: Satz 15.6.11
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15.10.1 Definition

Es sei f eine im Kreisgebiet {z € C : 0 < |z — 29| < r} holomorphe Funktion. Der Koeffizient
a—1 der Laurentreihe von f um zp heifit Residuum von f an der Stelle zg.
Schreibweise: a_; = Res (f, 2).

1
Nach Satz 15.9.1 gilt Res (f, z0) = 97 /f(z) dz wobei 0 < d < 7.
7r

|z—z0|

15.10.2 Beispiele

a—1
2 e
z—2z+7_ 7

(a) f(z) = 5 Z_2+2—|—(z—2) = Res(f,2)=7

(b) f(z) = e%, Laurententwicklung an der Stelle 0:

0 k
f(z)zZé(i) = Res(f,0)=1
k=0

15.10.3 Satz

(i) Hat f die Form f = {, wobei g und h in einer Umgebung von zy holomorph sind und
g(z0) # 0, h(z0) =0, h'(20) # 0 (d.h. 2 ist eine einfache Polstelle von f), so gilt:

_g(20)
Res (f,20) = W (z0)
(ii) Hat f die Form
flay = 2
(z — zo)"

wobei ¢ in einer Umgebung von zp holomorph ist und g(z9) # 0, (d.h. 2¢ ist eine n-fache
Polstelle von f), so gilt

Res (f, z0) = " Y (2)

(n—1)!

15.10.4 Beispiele

(a) f(z) = HIZQ = (Z_i)l(z+i) hat einfache Polstellen in 4 und —i. Mit h(z) = 1 + 22 gilt

W(z) = 2z. ) 1 1
Res (f, i) = W) =5 und Res (f, —i) = —5

(b) f(z) = 2—;, 2o = 0, n = 2. Polstelle zweiter Ordnung in 0. Mit g(z) = e* gilt ¢'(z) = €*
und Res (f, 0) = ﬁ gD (z0) = 1.

15.10.5 Satz (Risiduensatz)

Es sei v ein positiv orientierter, doppelpunktfreier, geschlossener Weg in der offenen Menge
D C C. Ferner sei die Funktion f holomorph in D mit Ausnahme von endlich vielen Punkten
21, ..., 2 die in 7 liegen. Dann gilt

/f(z) dz = 27ri§n:Res (f, zx)
2 k=1
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15.10.6 Beispiele

1422
j2=2 1
21

(a) / ! dz =2mi - [Res (f, i)+ Res(f,—i)] =0 (aus 15.10.4)

1 . .
/1+z2dz:2m-Res(f, i) =m.

it

(b) / E—de:%rif{es(f,O):Qm~1:27r7j (r>0)

|2|=r

15.10.7 Eine Anwendung:

(o.¢]
Berechnung von reellen uneigentlichen Integralen [ f(z)dx

—00

Grundidee

(1) Man setzt f zu einer Funktion fort, die auf C mit Ausnahme von endlich vielen Singula-
ritdten holomorph ist.

(2) Man wihlt einen geeigneten, geschlossenen Integrationsweg ~ in C, der das Intervall
[—R, R] enthiilt.

(3) Man berechnet mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

/f(z)dz: /Rf(z)dz—i—/f(z)dz A
il —-R TR

I e

-R R

(4) Man bildet den Grenzwert R — oo. In viele Fillen konvergiert das Integral iiber v (der
Teil von ~, der sich nicht auf der reellen Achse befindet) gegen 0, so dafl die linke Seite
gleich dem gesuchten Integral ist.

15.10.8 Beispiel

[e.@]
1
——d
/1—1—332 *
—0o0
Wir betrachten f(z) = ﬁ, (z € C~A{—1,1i})
L 4 (aus 15.10.6.a)
= [ — _dz aus 15.10.6.a
: 14 22
5
R
1 1
= d d
/1+z2 Z+/1—I—z2 N
-R TR

. . R
Wir zeigen: fm =20

1 1 .
/ m dz S T - R- ‘Izl'llE:l}}(% m (nach 15651V)
R
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Fiir beliebige komplexe Zahlen z gilt: |z + w| > |z] — |w| (Dreiecksungleichung)

2| < fwl + [z +w| = [z + w] < z] = |w]

< 1

2 2 1
=2+ 2R -1 = g <mg

1 1
:>/1+Z2d2 Sﬂ'Rﬁ—)O (R—>OO)

R
7 1
=7 = / e dx
15.10.9 Satz

Es sei R eine rationale Funktion, die auf R keine Polstelle hat, der Grad des Nenners von R sei
mindestens zwei grofler als der Grad des Zihlers. Dann ist

o0

/ R(z) dx = 2mi Z Res (R, z)
s Im 2>0
15.10.10 Beispiel
Wir zeigen:
Vi z? T
dr — —
/ 1+ "7
Die Polstellen des Integranden R sind:
21 = e%i, 29 = e% = 213, 23 = e% = 215’ 24 = e% = 217
22 1 22
R(2) — _ : 15.10.3.]
(2) 1+2* (z—21) (z—22)(2—23)(2 — 24) ( B)
——— _
h g
2 2
21 29 1
Res (R, z1) + Res (R, z2) = + =
(B =) Res (R, =) = e - )= 70) | (= )2 — 20) (2 — 7) — 23
= /R(x)dx—2m -
V2i V2
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15.11 Konforme Abbildungen

Ziel: Untersuchung von geometrischen Eigenschaften von holomorphen Funktionen (Abbildun-
gen).

15.11.1 Einfiihrung

Sei C': z(t) = x(t) + iy(t), a <t < b eine glatte, orientierte Kurve in der komplexen Ebene,
to € [a, b] und zp ein Punkt auf der Kurve.

Wegen der Glattheit besitzt die Kurve in jedem Punkt eine Tangente mit dem Richtungsfaktor
(2'(t), y'(t))T. Dieser Vektor ist eindeutig durch 2/(t) = 2'(t) + i3/ (t) bestimmt, deshalb werden
wir auch 2/(t) als Richtungsvektor fiir die Tangente bezeichnen.

Sei weiterhin f eine, auf der offenen Menge D O C' holomorphe Funktion. f bildet die Kurve C
in die Kurve C* : w(t) = f(2(t)), a <t < b. Bildpunkte von zo: w(ty) = f(20).

Nach der Kettenregel gilt: w'(ty) = f'(2(to)) -
2'(to) = f'(z0) - 2’ (to). Ist f'(z0) # 0, so ist auch
w'(tp) # 0 und folglich besitzt die Bildkurve C*
im Punkt f(zp) eine Tangente mit dem Rich-
tungsvektor C

20

w'(to) = f'(20) - 2/ (to)- z(a)

Wir erhalten den Tangentialvektor von C* im Punkt f(zp) dadurch, dafl wir die Tangenten-
richtung von C' im Punkt zg um den Winkel a@ = arg f’(z9) drehen (Multiplikation ist eine
Drehstrechung). Dieser Winkel ist unabhéngig von C.

Daraus folgt: Sind C und Cs zwei glatte Kur-
ven, die durch zy verlaufen, so vermittelt f ei-
ne Abbildung, bei der der Winkel zwischen den
Tangentenpaaren in zg nach Gréfle und Dreh-
sinn erhalten bleibt. Abbildungen mit dieser Ei-
genschaft heiflen winkeltreu im Punkt zg.

15.11.2 Satz zur Winkeltreue

Sei f in einer Umgebung von zp holomorphe Funktion mit f(z29) # 0. Dann ist f in zg winkeltreu.

15.11.3 Bemerkung
Auf die Forderung f’(z9) # 0 kann nicht verzichtet werden.

Beispiel: f(z) =22, 20 =0, f'(2) =22, f'(20) =0

Durch f wird die positive reelle Achse in sich abgebildet, die positive imaginire Achse wird
wegen (iy)? = —y? < 0 in die negative reelle Achse abgebildet = f ist nicht winkeltreu in
zZ0 — 0.

15.11.4 Definition: Konforme Abbildung

Eine Abbildung f heifit konform im Punkt 2y, wenn f in einer Umgebung von zg holomorph
ist und f’(29) # 0. Man nennt f konform in einem Gebiet D, wenn f in jedem Punkt von D
konform ist.
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Aufgabe: Bei Anwendungen (z.B. Stromungsproblemen) um ein gegebenes Gebiet auf ein
anderes, einfacheres Gebiet abzubilden.

Die Moglichkeit solcher Abbildungen ist durch folgenden Satz gesichert:

15.11.5 Satz (Riemannscher Abbildungssatz)

Sind D und D* einfach zusammenhéngende echte Teilgebiete von C, so gibt es eine konforme
Abbildung f, die D ein-eindeutig auf D* abbildet.

15.11.6 Gebrochen lineare Abbildungen

Abbildungen der Form

a-z+0b
e =ova #eC

wobei a, b, ¢, d € C und ¢ oder d von 0 verschieden, heiflen gebrochen lineare Abbildungen.

Z.B. bei elektrischen Schwingkreisen:

komplexer Widerstand Z als Funktion der Kapazitit C':

a-C+b

aC+b R
cora Y€

L C Z(C) =

Ry Rs wobei

a=—w?’LRy +iwR Ry ¢ = —w?L +iw(Ry + Ry)
b= Ry +iwL d=1

Der Graph von Z(C) heifit Ortskurve der Schaltung.

15.11.7 Die Riemannsche Zahlenkugel

Wir betrachten in R3 ein x,y, z-Koordinatensystem. Die komplexen Zahlen w = z + iy fassen
wir als Punkte der x, y-Ebene auf. Wir legen um den Punkt (0, 0, %) eine Kugeloberfliche K mit

dem Radius % .

Der Punkt N(0,0,1) heifit Nordpol, der Punkt S(0,0,0) heifit A
Stidpol. N
Sei w = x + iy eine beliebige komplexe Zahl und P(z,y,0) der K, 0
zugehorige Punkt in der z, y-Ebene. Wir verbinden die Punkte P
und N durch eine Gerade. Diese besitzt genau einen Schnittpunkt
@ mit K, die sogenannte stereographe Projektion von P auf K.

Zwischen den Koordinaten (Qz, @y, @) von @ und den Koordi- ~ A----------
naten von P bestehen die Beziehungen: Yy

_ @ oy __a?+y Q. 9
1+ 22+ y? 1-Q, 1-Q.

Jeder komplexen Zahl entspricht ein eindeutig bestimmter Punkt auf K ~\ {N} und umge-
kehrt.

Wir ordnen dem Nordpol N formal einen unendlich fernen Punkt zs zu (der auch mit oo
bezeichnet wird). Durch Hinzunahme von zs schliefilen wir die komplexe Ebene ab.

C = CU {20 }: erweiterte komplexe Ebene.
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Addition und Multiplikation lassen sich nicht so auf C ausdehnen, daf die Grundeigenschaften
erhalten bleiben. Es ist jedoch sinnvoll, folgende Rechenregeln fiir alle z € C zu vereinbaren:

Z+ Zoo = Zoo T 2 = Zoo 2 Zoo =Zoo =200 (2#0)
z z
- S= (2£0)

15.11.8 Mobiustransformation
Wir betrachten wieder die gebrochene lineare Abbildung

az+b

_ e C.
cz+d’ &

flz) =

Man nennt f eine Mdbius-Transformation, falls f nicht konstant ist.
Leicht zu zeigen: f ist genau dann eine M&bius-Transformation, wenn

a b
ad—bc—‘ . d‘;ﬁo

Fall c=0: f(z) = %'z—i-% = A-z2+ B wobei A = 9 und B = %. Dann ist f eine lineare
Abbildung und bewirkt folgendes:

e cine Streckung um den Faktor |A| (bezogen auf den Nullpunkt)
e cine Drehung um den Nullpunkt mit Drehwinkel arg A

e eine Verschiebung um den komplexen Vektor B
Fall ¢ # 0: durch Polynomdivision:

ad — be 1 a
c cz+d ¢

f(z) = (15.1)

Man kann leicht zeigen: Ist ad—bc # 0, so ist f eine ein-eindeutige Abbildung von C~ {—%
auf C ~ {2}.

Die inverse Abbildung: z = f~!}(w) = gfu’fg, w € C~ {%}. Folglich ist f eine konforme
Abbildung (da f'(z) #0)

Forsetzung auf die abgeschlossene Zahlenebene C: Ist ad — be # 0, so setzen wir f (—%) =00
und f(o0) = 2 (¢ #0) und f(o0) = oo, falls ¢ = 0.

C

Dann ist f eine ein-eindeutige Abbildung von C auf C. Die Abbildung f ergibt sich durch
Hintereinanderausfithrung von den folgenden drei Abbildungen (wegen (15.1)):

z —z=cz+d (lineare Abbildung)
1
2] — 29 = — (Bildung der Inversen)
<1
ad — bc a . .
29 — w = — <29+ — (lineare Abbildung)
c
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Geometrische Deutung der Inversion (z — %)
Wir zeichnen die Tangenten an den Einheitskreis, die

Yy durch z gehen. Behauptung: |zg| = é
z=x+ 1y

0 z — zp: Inversion bezliglich des Einheitskreises.

—IK T Spiegelung beziiglich der x-Achse.
1 1

. = |zl =, arg— = —argz
—i |z z

In den folgenden Aussagen betrachten wir auch Geraden als Kreise (mit unendlichem Radius).

W=

(i) Jeder Kreis in C erfiillt eine Gleichung der Form
A z-Z+B-z+B-z2+C=0

wobei A, C € R, B € C und A-C < |B|?. Umgekehrt beschreiben solche Gleichungen
Kreise in C, fiir A = 0 liegen Geraden vor, z.B. A=1, B=0, C = —4 = |z = 4.

(ii) Jede Mobiustransformation fithrt Kreise in Kreise iiber (die sogenannte Kreisverwandt-
schaft, Kreistreue).

. ﬁ 8
Inversion
> —_—

Wenn |z| = 1, dann 1

[
I
Y,
~~
wn
=
D
02
o,
=
=]
09
o
N
0
—
.
@
=]
$
>
)]
5
n
@
N~—

Abbildung z — %

— Kreis
Gerade od
=, Gerade durch den Nullpunkt

Kreis

Kreis od
T Gerade (wenn der Kreis durch 0 geht)
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15.12 Anwendungen

15.12.1 Ebene stationire Stromungen

Wir betrachten eine
e stationdre (d.h. die Geschwindigkeit ist zeitunabhingig)
e reibungsfreie, imkompressible
e wirbelfreie
e quellenfreie

Stromung in einem Gebiet D der z,y-Ebene. Der Geschwindigkeitsvektor ¢ in einem Punkt
(x, y) sei durch
17(56, y) = (’Ul(xvy)) UZ(xvy))T

gegeben. Dann gilt

N 8’01 81)2 o

(da Stromung quellenfrei) und
T
rot v = (O, 0, 8”2—8@1) =0

(da Stromung wirbelfrei). Aus dieser Gleichung folgt die Existenz einer reellwertigen Funktion

® in D mit
oo 0P

%7 UQZaiy

(siehe (12.5.7) oder (10.5.6)). @ heifit Geschwindigkeitspotential der Stromung. Setzen wir diese
Gleichungen in (15.2) ein, so folgt

grad® = v d. h. vy =

_re o _

AdD
Ox? + Oy?

0 (15.3)

® erfiillt die Laplace-Gleichung, ist also eine harmonische Funktion. Im Abschnitt 15.3. haben
wir gesehen, dafl Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion harmonisch sind.

Frage: Gibt es eine holomorphe Funktion, deren Realteil ® ist?

15.12.2 Satz

Sei g eine im einfach zusammenhéngenden Gebiet D harmonische Funktion. Dann gibt es eine
hamronische Funktion h so, dal die FUnktion

f(2) = g(2) + ih(2)

holomorph ist. Die Funktion A ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.
man sagt: h ist zu g konjugiert harmonisch. g und h erfiillen die Cauchy-Riemannschen DGLen
(Abschnitt 15.3).
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15.12.3 Das komplexe Stromungspotential

Seien ¢ und ® wie in (15.12.1). ¥ 148t sich auch in komplexer Form darstellen als
v(z) = v(z + 1y) = vi(z +iy) + iva(x + iy).

Nach dem vorhergehenden Satz existiert eine zu ® konjugiert harmonische Funktion ¥. Die
holomorphe Funktion

F(z) = F(z +iy) = ®(z,y) +i¥(z,y)
nennt man das komplexe Stémungspotential. ® heiit Potential- und ¥ Stromfunktion.
Nach Satz 15.3.7 (Cauchy-Riemannsche DGL) ist

L ) L L

/ _— _—
F(z)_ax—H@x oz Zay

und folglich

oe 0P
v(z) = o + za—y =

)

Man kann zeigen: Die obigen Uberlegungen lassen sich auch dann durchfithren, wenn in der
Stromung Punktquellen bzw. Punktwirbel vorhanden sind. Das zugehorige komplexe Potential
F' hat dann in diesen Punkten Singularitéiten.

Seien jetzt:

C : eine positiv orientierte Kurve, geschlossen, doppelpunktfrei und glatt.

N : der Flu8 von ¢ durch C.

I' : die Zirkulation (Wirbelstirke) von v entlang C'

Dann gilt:
I‘—l—iN:/F'(z)dz,
C

also

I'=Re /F/(z)dz und N =1Im /F’(z)dz
C (&

Anmerkung zur Definition von Flufl und Zirkulation:

~

C: (), <<t<b

7 = (71, T2)7, Tangentenvektor, normiert (|7 = 1)

3L

T

, = (-T2, T1)

b
Flufl von 7 durch C: / (7, i) ds = / (B (0)), A (D)) - | ()] dt
C

a

Zirkulation von ¥ lings C": /(17, 7)ds
C
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Kurvenintegrale, 13
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Polynomzugmethode, 3
Potentialfunktion, 33
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Potenzreihenentwicklung, 20

Residuen, 24

Residuensatz, 25

Riemannsche Zahlenkugel, 29
Riemannscher Abbildungssatz, 29

Singularitit
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isolierte, 22
wesentliche, 23

Stammfunktion, 16

stetige Funktionen, 7

Stromfunktion, 33

Umkehrfunktion, Ableitung, 9

Weg (Kurve), 8
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Winkeltreue, 28

Zahlenkugel (Riemann), 29
zusammengesetzter Weg, 14
zusammenhéngend, 8
Zwischensumme, 15
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