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Kapitel 16

Wahrscheinlichkeitstheorie

Literatur: L. Papula: Mathematik fiir Ingenieure, Band 3

16.1 Zufillige Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

16.1.1 Zufall, zufilliges Ereignis
Beispiele:

(a) Das Werfen eines Wiirfels. Zufillige Ereignisse dabei sind z.B. das Auftreten einer geraden
Augenzahl, das Auftreten der Zahl 1, ...

(b) Anzahl von Telefongespréchen wihrend einer bestimmten Stunde in einer Telefonzentrale

(c) zufilliges Ziehen von Kugeln oder Losen aus einer Urne

(d) Geburten (Junge oder Midchen)

Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie: Das Problem des Zufalls mit einem mathematischen
Modell zu erfassen. Das Modell ist auf eine bestimmte Form des Zufalles beschriankt, wie er in
sogenannten zufdlligen Versuchen zu beobachten ist:

e wenigstens gedanklich sollten die Versuche unter den gleichen Bedingungen beliebig oft
wiederholbar sein.

e bestimmte Bedingungen, die den Ausgang des Versuches nicht determinieren

Mathematisches Modell fiir Ereignisse

Wir ordnen einem Zufallsexperiment eine Menge €2 zu, deren Elemente w die Versuchsausginge
bezeichnen. Sie heiflen Elementarereignisse (oder auch Stichproben, Realisierungen).

Gewisse Teilmengen von ) sind die FEreignisse, die in unserem Modell in Betracht gezogen
werden. Genauer, wir identifizieren A C ) mit dem Ereignis, dafl ein w € A der beobachtete
Versuchsausgang ist. Die Gesamtheit dieser Ereignisse wird mit A bezeichnet und heif3t Ereig-
nisfeld.

Beispiele

(a) Das Werfen eines Wiirfels: Q = {1,2,3,4,5,6}, A = alle Teilmengen von Q. z.B. A =
{2,4,6} ist das Ereignis , gerade Augenzahl.“

(b) Zufallsexperiment: Zweimal werfen. Q = {(i,7) : 1 < i,j < 6}, 4,7 ganz. A = alle (23°)
Teilmengen von €.



(c) Schieflen auf eine SchieBscheibe vom Radius 1m. Q = {(z,y) € R? : 22 +¢? < 1}

Ereignis z.B.: die untere Hélfte wird getroffen. Bei diesem Beispiel ist es nicht sinnvoll, alle
Teilmengen als Ereignisse zu betrachten.

16.1.2 Relationen zwischen zufilligen Ereignissen
0, A A BeA
1. A C B bedeutet: A zieht B nach sich (aus A folgt B), d.h. wenn A eingetreten ist, so ist
auch B eingetreten.
Beispiel: A: Augenzahl 1 = A = {1}, B: ungerade Augenzahl = B = {1, 3,5}
Dann ist A C B; aus A folgt B.
2. Das FEreignis C' = AU B (lies A oder B) heifit die Vereinigung (Summe) der Ereignisse A
und B und tritt ein, wenn mindestens eines der Ereignisse A oder B eintritt.
Beispiel: A ={2}, B={1,3,5},C=AUB={1,2,3,5}
3. Das Ereignis C = AN B (lies A und B) heifit Durchschnitt (Produkt) und tritt genau dann
ein, wenn beide Ereignisse A und B eintreten.
Beispiel: A= {1}, B=1{1,3,5}, C=AnNB={1}.
4. Q: sicheres Ereignis, tritt stets ein
5. (0: unmégliches Ereignis, tritt niemals ein
6. A (lies: nicht A oder A quer): heifit das zu A komplementire Ereignis, und tritt genau
dann ein, wenn A nicht eintritt. A = Q ~ A.
Beispiel: A = {1,3,5}, ungerade. A = {2,4,6}, gerade.
Es gilt: AUA = Q, Q und 0 sind zueinander komplementiir: Q = 0; § = Q.

7. A und B heiflen disjunkt oder unvereinbar, wenn ihr gleichzeitiges Eintreten unmoglich
ist, d.h. AN B = 0.

Bemerkung: Fiir Ereignisse gelten die selben Rechenregeln wie fiir Mengen.

AUA=A AUB=ANB ANB=AUB usw.

16.1.3 Definition: Haufigkeit

Ein zufilliger Versuch werde n-mal wiederholt. Die Anzahl H,,(A) des Eintretens eines zufilligen
Ereignisses A unter diesen n Wiederholungen heifit die absolute Hdufigkeit von A. Der Quotient
hn(A) = Ha(A) 16i8¢ die relative Hiufigkeit von A.

n

Eigenschaften
(i) 0 < hp(A4) <1
(ii) hn(0) =0, hp(Q) =1
(i) hn(AUB) = hyp(A) + hp(B), wenn A und B unvereinbar sind, AN B =0

(iv) hp(A) =1 — hy(A) oder h,(A) + h,(A) =1
Die relative Haufigkeit zeigt eine Stabilitéit, wenn die Anzahl der durchgefiihrten Versuche hin-
reichend grof3 ist.
Die Stabilitat der relativen Haufigkeit wurde schon frith erkannt und an vielen Beispielen nach-
gepriift.



Beispiele
(a) Wurf eines Geldstiickes. A = das Auftreten einer Zahl

n ‘ H,(A) ‘ hn(A) ‘ Durchgefiihrt von

4040 2048 | 0,5080 | Buffon, 18. Jh.
12000 6019 | 0,5016 | Pearson, Anfang 20. Jh.
24000 | 12012 | 0,5005 | Pearson

(b) Wurf mit einem Wiirfel, A = Augenzahl 1
n | Hy(A) | hy(A)

50 5 | 0,1000
100 13 | 0,1300
500 88 | 0,1760

1000 159 | 0,1590
5000 822 | 0,1644

Im Allgemeinen existiert eine feste Zahl, um die die relative Haufigkeit eines zufélligen Ereignisses
schwankt und der sie sich um so mehr nahert, desto gréfler n ist. Diese Zahl wird man als die
empirische Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A auffassen kénnen.

16.1.4 Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

Annahme: Es gibt nur endlich viele, gleichmdgliche (gleichwahrscheinliche) einander aus-
schlieBende Versuchsergebnisse, von denen genau eines eintritt.

Jedes Ereignis A ist dann durch bestimmte Versuchsergebnisse festgelegt; man nennt diese ,,die
fiir A giinstigen®* Versuchsergebnisse. Unter dieser Voraussetzung erklédrt man die Wahrschein-
lichkeit P(A) des Ereignisses A durch

P(A) = Anzahl der fiir A giinstigen Versuchsergebnisse

Anzahl aller moglichen Versuchsergebnisse

und nennt diese Wahrscheinlichkeit die klassische (oder kombinatorische) Wahrscheinlichkeit.

Beispiele
(a) Zufallsversuch ,, Wiirfeln“. A = eine durch 3 teilbare Augenzahl.

alle Versuchsergebnisse: 1, 2, 3, 4, 5, 6

fiir A giinstige Ergebnisse: 3, 6
2 1
= PA)=—-=2
(b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal man beim Zahlenlotto im Spiel ,,6 aus 49“

einen Sechser erzielt.

4 49!
Anzahl der giinstigen Félle: 1
1
= P(A) = ™ ~7,15-107°
6



16.1.5 Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit

Axiome, die die Ereignisse definieren:
Ausgangspunkt: eine Menge Q0 (Menge der Elementarereignisse) und ein System A von Teil-
mengen von  (Ereignisalgebra) mit den folgenden Eigenschaften:

i) Q€A e A
(i) wenn A € A, dann gilt A € A

(iii) wenn Ay, Ag, As, ...€ A, dann Ay UA3UA3U---€ Aund AN AsNAsN---€ A

Axiome, die die Wahrscheinlichkeit definieren:

Axiom 1: Jedem Ereignis A € A wird eine reelle Zahl P(A) zugeordnet fiir die 0 < P(A) <1
gilt.

Axiom 2: P(Q) =1, P(})) =0

Axiom 3: Wenn A;, Ay, A3 paarweise unvereinbar sind, so gilt: P(4; U A2 U A3 U ...) =
P(A1) + P(A2) + P(A3) + -+
Speziell: P(AU B) = P(A) + P(B), wenn ANB =1

16.1.6 Satz: Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

(i) P(A)+ P(A) =1
(ii

) Gilt fiir die Ereignisse A und B die Beziehung A C B (aus A folgt B), so ist P(A) < P(B).
(iii) (Additionssatz) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
)

(iv) P(ANB) = P(A) — P(AN B)

16.1.7 Beispiele

(a) Es werden 3 Spielwiirfel geworfen. Was ist wahrscheinlicher: Eine 11 oder eine 12 als
Augensumme zu erhalten?

Die Zahlen 11 und 12 kann man auf 6 verschiedene Weisen in je 3 Summanden zerlegen:
11=145+5=14+446=24+3+6=24+4+5=3+3+5=3+4+4
12=145+6=2+446=24+5+5=3+44+5=34+3+6=4+4+4

= Gleichmoglichkeit des Auftretens von 11 und 127

Fehler: zum Beispiel erscheint die Zerlegung 1 + 5 + 5 nicht auf einer sondern auf einer
sondern auf drei verschiedene Weisen: 1 +5+5=54+1+5=5+54+1. Oder 1 +5+6
insgesamt 3! = 6 Moglichkeiten.

11 — 27 verschiedene Moglichkeiten
12 — 25 verschiedene Moglichkeiten
(b) Aus einem Kartenspiel (32 Karten) werden 3 Karten gezogen. Gesucht ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dafl unter ihnen wenigstens 1 As vorkommt (A).
Ay = genau 1 As, Ay = genau 2 Asse, A3 = genau 3 Asse
A=AUAUA3, A;NA; =0 (i#))
P(A) = P(A1) + P(A) + P(43)



32
Anzahl aller moglichen Kombinationen von 3 Karten: < 3 )

Anzahl der giinstigen Félle fiir:

v () - -
e () - -

As (g) <208> = P(A3) = (g)g%os) ~ 0,0008

= P(A) = 0,3395

28
Andere Lésung: P(A) =1 — P(A), A = kein As. P(A) = Eg”’?g ~ 0,6605

16.1.8 Aufgabe

2 Spieler: S1, So 3 Wiirfel: Wy, Wa, W3 mit den folgenden Augenzahlen:
Wy:57,8,9 10,18, Wy:2, 3, 4,15, 16,17, Ws:1,6, 11, 12, 13, 14

Das Spiel: Zuerst wihlt S einen Wiirfel, dann Ss. Beide wiirfeln (mit dem gewiahlten Wiirfel).
Wer die grofite Augenzahl hat bekommt 1 EUR. Sie sind S, welchen Wiirfel wiirden Sie wéhlen?

21 21 21
P(Wy > W) = 36 P(Wy > W3) = 36 P(W3 > W) = 36

= S5 kann immer einen , besseren® Wiirfel wéhlen.

16.1.9 Beispiel (Geometrische Wahrscheinlichkeit)

Zwei Personen A und B verabreden sich an einem bestimmten Ort zwischen 12 und 13 Uhr zu
treffen. Der zuerst Gekommene wartet auf den anderen 20 Minuten, danach geht er fort. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} sie sich treffen, wenn jede von ihnen im Verlauf der
angegebenen Stunde ,auf gut Gliick“ ankommen kann?

Loésung: x: Ankunftszeit von A, y: Ankunftszeit von B.

A und B treffen sich genau dann, wenn |z — y| < 20.

Y
60
20—y <20
—_——
y<z+20
20 Analog: y >z — 20

20 60 =

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit entspricht dem Verhéltnis des Fliacheninhalts des gestri-
chelten Gebiets zum Fliacheninhalt des ganzen Quadrats.

2 402
p_60°—-40° 5
602 9



16.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhéingigkeit

16.2.1 Definition: Bedingte Haufigkeit

Hat bei N Versuchen das Ereignis B genau n-mal (n # 0) stattgefunden, und ist bei diesen n
Versuchen k-mal (zusammen mit B) auch das Ereignis A eingetreten, so wird der Quotient

k
hap=—
n

die bedingte relative Haufigkeit von A unter der Bedingung B genannt. Bezeichnet hg bzw. hanp
die relative Héufigkeit von B bzw. AN B in der gesamten Versuchsreihe, so gilt:

k n hans
ANB = 37 B= N = A|B hp

16.2.2 Definition: Bedingte Wahrscheinlichkeit
Es sei B € A ein Ereignis mit P(B) > 0. Fiir A € A nennt man die Zahl

P(ANB)

P(AIB) = =

(16.1)
die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung B.

Beispiel: Wurf mit einem Wiirfel. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, daf} eine 1 auftritt,
wenn bekannt ist, dafl eine ungerade Zahl geworfen wurde?

A={1}, B={1,3, 5} P(A):é, P(B):%
- P(AmB):P(A):é N p(A|B):W:£:;>p(A):é

Im Allgemeinen kann P(A|B) grofer, gleich oder auch kleiner als P(A) sein.
Aus (16.1) folgt, dal P(A|B) = P(A), genau dann, wenn P(A N B) = P(A) - P(B).
Man definiert deshalb:

16.2.3 Definition: Unabhingigkeit

Zwei Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhdingig, wenn P(AN B) = P(A) - P(B) gilt.
Allgemeiner: Die Ereignisse A und B heiflen vollstindig unabhdingig, wenn fiir jede natiirliche
Zahl k < n und beliebige natiirliche Zahlen i1, ..., i mit 1 <11 < --- < i < n die Bezeichnung
16.2.4 Beispiele

(a) Zweimaliges Werfen eines Wiirfels.
. die Menge aller geordneten Paare von den Ziffern 1...6.

A: beim ersten Wurf < 4

(1,1) (1,2) (1,6) B: beim zweiten Wurf = 6
(2,1) (2,2) (2,6)
N : P(A) =4 =3 PB)=4=4

= A und B unabhingig.



(b) Bezeichnungen wie bei (a).
Aq: beim 1. Wurf ungerade
Ag: beim 2. Wurf ungerade
As: Summe der geworfenen Augenzahlen ungerade

Aq, As, As vollstéindig unabhéngig, wenn

P(A1 n Ag) = P(Al) . P(AQ)
P(AiNAs) = P(A1)-P(As) paarweise Unabhingigkeit
P(AQﬂAg) = P(Az) P(Ag)

P(Al N As ﬁAg) = P(Al) P(AQ) . P(Ag)

18 1
P(A;) = P(Ay) = P(A3) = — = =
(A1) = P(A2) = P(43) = 5 = 5
1
P(A1NAg) = P(A1NAs) = P(A2NA3s) = % =7 = A1, Aa, Az paarweise unabhéngig

D.h. Ay, Ao, As sind paarweise aber nicht vollstéindig unabhéngig.
Sind Ay,...,A;, ..., A, unabhingig, so auch Ay,..., A;, ..., A,.

16.2.5 Satz

Es seien Ay,..., A, unvereinbare Ereignisse mit P(A;) >0 und A; U---U A, = Q.
Dann gilt fiir ein beliebiges Ereignis B:

(i) P(B) = ZIP(BWAJ‘)
‘]:
(ii) P(B) = ) P(B|A;)-P(A;) (Formel der totalen Wahrscheinlichkeit)

Jj=1

16.2.6 Beispiel

Gegeben seien 5 Urnen. Von ihnen besitzen 2 Urnen den Inhalt A;: je 2 weifle und 1 schwarze

Kugel. 1 Urne den Inhalt As: 10 schwarze Kugeln, 2 Urnen den Inhalt As: je 3 weifle und 1

schwarze Kugel.

Eine Urne wird zufillig ausgewéhlt und aus ihr eine Kugel zufillig herausgenommen. Wie grof3

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ die herausgenommene Kugel weif} ist (= B)?

Falsche Lésung: insgesamt 24 Kugeln, davon 10 weifl. P(B) = %.

Richtige Losung: Da die Ereignisse A;, Ay, A3 (gesamt) die Bedingungen von Satz 16.2.5
erfiillen, gilt:

P(B) = P(A1)- P(B|A)) + P(As) - P(B|As) + P(A3) - P(B|As) = 2.2 1 1.0 2.8 = 7

30

[

16.2.7 Satz (Bayes’sche Formeln)
Ai,..., A, wie in (16.2.5), P(B) > 0.
P(B|Ag) - P(Ag)

n

ZIP(B\AJ') - P(4;)
iz

(i) P(Ax|B) =

P(B|Ayg) - P(Ag)




16.2.8 Beispiele

(a) Gegeben seien 5 Urnen folgenden Inhalts: 2 Urnen vom Inhalt A; mit je 2 weilen und 3

schwarzen Kugeln, 2 Urnen vom Inhalt Ay mit je 1 weiflen und 4 schwarzen Kugeln und 1
Urne vom Inhalt Az mit je 4 weiflen und 1 schwarzen Kugeln.

Aus einer zufillig gewédhlten Urne wird eine Kugel zufillig herausgenommen. Sie sei weif3
(B). Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi diese Kugel aus der Urne vom Inhalt
As stammt?

Gesucht: P(As3|B)

Gegeben: P(A4) = % P(As) = % P(A3) = ¢
P(B|Ay) = 2, P(B|Ay) = &, P(B|A3) = 3
P(A3) - P(B|4s) 53 2
P(As|B) = = =
(As]B) P(A1)-P(BlA1)+--- 2.242. 141,475

Analog: P(A1|B) = 2, P(A9|B) = 1

Von 3 gleichartigen Maschinen eines Betriebes stelle die erste 20%, die zweite 30%, die
dritte 50% der Gesamtproduktion her. Dabei verursacht die erste 5%, die zweite 4%, die
dritte 2% Ausschuf in ihrer eigenen Produktion. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daf} ein zufillig gefundenes Ausschufistiick von der 1. Maschine produziert wurde.

A; sei das Ereignis, dafl das Produkt der i-ten Maschine entstammt (i = 1, 2, 3).
B: Ausschufl

Gesucht: P(A;|B)
Gegeben: P(A;) =0,2; P(A3) =0,3; P(A3) =0,5.
P(B|A;) = 0,05, P(B|As) = 0,04, P(B|As) = 0,02.

Die Voraussetzungen der Bayes’schen Formeln sind erfiillt:

0,2-0,05

P(AilB) = 0,2-0,056+0,3-0,04+0,5-0,02

= 0,31

Analog: P(A2|B) = 0,38, P(A3|B) = 0,31

16.3 Zufallsgroflen und Verteilungen

16.3.1 Beispiele fiir zufillige Zahlen/Groéfen

die Zahl der Anrufe in einer Telefonzentrale innerhalb einer bestimmten Stunde

die Anzahl der kosmischen Teilchen, die im Verlaufe einer Stunde auf einen bestimmten
Teil der Erde auftreffen

der Abstand des Treffpunktes eines Geschosses vom Mittelpunkt einer Zielscheibe vom
Radius 1

die Geschwindigkeit eines Gasmolekiils

Wurf mit einem Wiirfel, mégliche Werte 1, 2, ..., 6



Zufallsgrofie: X : @ — R, d.h., jedem Elementarereignis wird eine reelle Zahl zugeordnet.

Zufallsgrofien werden i.A. mit X, Y, Z, ..., die Werte, die sie annehmen (sog. Realisierungen)
mit x, y, 2, ...bezeichnet.

Zur Vorgabe einer Zufallsgrofle X miiflen wir wissen, welche Werte sie annehmen kann und mit
welcher Wahrscheinlichkeit sie diese Werte annimmt, bzw. mit welcher Wahrscheinlichkeit ihre
Werte in bestimmte Intervalle fallen.

Im letzten Beispiel: X : {1,2,3,4,5, 6}, PX=1)=P(X=2)=---=P(X=6)=-

Im dritten Beispiel: Wertebereich: [0,1], P(X = x) = 0 fiir alle z € [0,1], aber P(X < %)
(Intervall [0,1)) kénnte > 0 sein.

Definition: FEine Zufallsgrofle heifit diskret, wenn sie endlich oder abzdhlbar-unendlich vie-
le verschiedene Werte annehmen kann. Eine Menge heiflt abzdhlbar-unendlich, wenn sich ihre
Elemente als unendliche Folge schreiben lassen: ai, as, as, .... Z.B. die Menge der rationalen
Zahlen R oder [0, 1] sind nicht abz&hlbar.

16.3.2 Definition: Verteilungsfunktion
Die Verteilungsfunktion F einer Zufallsgrofie X ist definiert durch F(z) = P(X < z), z € R.

Beispiel: X wie oben (Wurf mit einem Wiirfel)
P(X<1)=0 = F(r)=0firz<1

F(a)]

Fiir ein z mit 1 < z < 2 gilt: y

6/6 Oo—
Flz)=P(X<2)=P(X=1)=¢ 5/6 —

4/6 o—_
Analog: Fiir 2 < x < 3 gilt: 3/6 S—

2 Oo———
F(z)=P(X <2)=P(X = 1)+ P(X =2) = 2 .

Fiir 2 > 6 gilt: F(z) =P(X <z)=1

16.3.3 Satz
Die Verteilungsfunktion F' einer beliebigen Zufallsgrofie X besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) z1 <z2 = F(11) < F(x2), (F ist monoton wachsend)
(ii) lim F(z) =1und lim F(x)=0
T—00 z——00

(iii) F ist linksseitig stetig

Weiterhin gilt:  P(a < X <b)=F(b) — F(a), Pla<X <b)=F(0b+0)—F(a),
g
21b

P(X =a)=F(a+0)— F(a)

Ist die Verteilungsfunktion stetig, so heifit auch die Zufallsgrofle X stetig. Fiir eine stetige Zu-
fallsgrofie X gilt: P(X = x) =0 fiir alle x € R

Verteilungsfunktion diskreter Zufallsgréflien: X nehme die Werte 1, 2, x3, ... mit den
Wahrscheinlichkeiten p; = P(X = ;) an (i =1, 2, ...). Dann gilt: F(z) = P(X <z) = > pi.
;<X

Die Funktion F' ist eine Treppenfunktion, die in den Punkten xz; Spriinge der Hohe p; besitzt.



Absolutstetige Verteilungsfunktionen: FEine Zufallsgrofie X und ihre Verteilungsfunktion
F heiflen absolutstetig, wenn eine nichtnegative, integrierbare Funktion p mit:

xT

F(:p):/p(t)dt, reR

—00

existiert. Die Funktion p heifit Dichte (Dichtefunktion) der Zufallsgrofie X.

Eine Dichte p besitzt die folgenden Eigenschaften:
(1) p(z) >0,z €R

() _70 p(t)dt =1

(3) Pla1 < X <a) = [ p(t)dt

! .7}1 xj x

(4) F’ = p wenn p stetig ist

16.3.4 Spezielle diskrete Verteilungen
(a) Die diskrete gleichmiflige Verteilung

Ein Spezialfall wurde bereits betrachtet: Wurf mit einem idealen Wiirfel: Hier kann X die Werte
x, = k mit den Wahrscheinlichkeiten p, = % (k=1, ..., 6) annehmen. Da alle Wahrscheinlich-
keiten einander gleich sind, spricht man von einer gleichmdfigen Verteilung.

Allgemein: Eine diskrete Zufallsgréle X mit den endlich vielen Werten xq, ..., x, heifit
gleichmdfig verteilt, wenn

pr=P(X =u1z1) =

(b) Binominalverteilung

Es seien eine natiirliche Zahl n > 1 und eine reelle Zahl p € [0, 1]. Eine Zufallsgroe X mit den
Werten 0, 1, 2, ..., n heiflt binominalverteilt mit den Parametern n und p, wenn gilt:

P(X =k) = (Z) P d—p)k, k=0,1,2...,n
Zum Beispiel: P(X =0)=(1-p)" oder P(X =n)=p", P@=1)=n-p- (1 —n)"!

Fiir n = 1 erhélt man die sogenannte Null-Eins-Verteilung.

Wichtiges Beispiel: Das Bernullische Versuchsschema.

Wir betrachten einen zufélligen Versuch und ein Ereignis A dieses Versuches mit P(A) = p. Der
Versuch werde n-mal Wiederholt, X := Anzahl des Eintretens von A bei diesen n Wiederholun-
gen. Dann ist X eine Zufallsgrofle; mogliche Werte: 0, 1, 2, ..., n.

P(X =) = (Z) PEA-p (0<k<n)

= X ist binominalverteilt.
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Beispiel: Werden aus einer Urne mit 7 schwarzen und 3 weilen Kugeln hintereinander 6 Ku-
geln mit Zuriicklegen gezogen, so ist die Anzahl X der gezogenen schwarzen Kugeln binomial
verteilt mit den Parametern n =6, p = % (A: die gezogene Kugel ist schwarz).

Zum Beispiel: P(X =5) = (%) -0,7°-0,3' = 0,3025 oder P(X >5) = P(X =5) + P(X = 6) =
(2)-0,7°-0,3 + (§) - 0,7° ~ 0,420

Berechnet man alle P(X = k), so erhilt man folgendes Histogramm:

A

P(X =k)
0,3
0,2

0,1

— ] .
0 1 2 3 4 5 6 Fk

Anderes Beispiel: Es ist bekannt, dal von einem Produkt ungefihr p - 100% Ausschuf} ist.
Die Anzahl der zum Ausschufl gehérenden Produkte in einer zufillig entnommenen Stichprobe
vom Umfang n ist dann eine Zufallsgréfie mit einer Binominalverteilung mit den Parametern
n und p. Dabei wird vorausgesetzt, dafl jedes entnommene Produkt wieder zuriickgelegt wird.

(c) Die hypergeometrische Verteilung (Stichproben ohne Zuriicklegen)

Eine Lieferung eines Produktes besteht aus N Elementen, von denen M < N Ausschuf sind. Es
werden n Elemente zufillig und ohne Zuriicklegen entnommen.

Zufallsgrofe X : Anzahl der Ausschuiprodukte in dieser Stichprobe. P(X = k) =7

0<X<nund X < M) N insges.  Ausschuss
(- () ey
P(X:k;):W 0<k<n, k<M) =

Hypergeometrische Verteilung mit den Parametern N, M und n. Wiirde man zuriicklegen, so

hétte X eine Binominalverteilung mit den Parametern n und p = %

(d) Die Poisson-Verteilung

Eine Zufallsgrofie X, die die Werte £ = 0, 1, 2, 3, ... annehmen kann heif3t poissonverteilt mit
dem Parameter A (A > 0), wenn

AR
P(X=k)=T7¢"  k=0123 ..

Diese Verteilung hat grofle praktische Bedeutung; so haben z.B. folgende Zufallsgrofien eine
Poissonverteilung:

e Anzahl der Atome einer radioaktiven Substanz, die in einem gegebenen Zeitintervall zer-
fallen.

e Anzahl der Gespriche, die wiahrend einer festen Zeitspanne in einer Telefonzentrale an-
kommen.

11



00 ) > A\
Bemerkung: 1 z SN P(X=k)=> %’f oA =N Zi'
k=0 k=0 —k

e\

Beispiel: In einer Telefonzentrale kommen durchschnittlich 5 Anrufe pro Minute an, die An-
zahl X der Anrufer sei poissonverteilt. Dann ist A = 5 (Begriindung spéter, in (16.4.2)). Z.B.

IK¥>UziiHX:kﬁﬂffm¥§Uzl—HX:O%J%X:U
k=2

59 51
=1-=.¢7°

-5
i — e T~ 0.96

16.3.5 Spezielle stetige Verteilungen
(a) Die stetige gleichmiflige Verteilung

Eine absolutstetige Zufallsgrofie X besitzt die gleichmdflige Verteilung im Intervall [a, b] (a < b),
wenn ihre Dichte p durch

gegeben ist.

00 b
Bemerkung: 1 L [ p@)de =Y pla)de =3 ;1 dr =1

Verteilungsfunktion: F'(z) = P(X <z) = [ p(t)dt X
e 1 F(z)
Fz)=0 (z<a)
Fa) =1 (22 ) L e
X b—a
Flz)=[;Ldt=92% (a<z<D)
F’(a:):p(x),(xséa, .’I,'#b) a b .’L‘V

(b) Die Exponentialverteilung

Eine absolute Zufallsgrofie X besitzt die Fxponentialverteilung mit dem Parameter o > 0, wenn
sie die Dichte

0 O<x
pe)={ o e 5 o)
und somit die Verteilungsfunktion
oo
0 O<z
Fa)= [a0a={]_ 05
—0o0
hat. x

Beispiele: zufillige Dauer:

eines Telefongespréches
Reparaturarbeiten

[ J
[ J
e Bedienung an einem Bankschalter
e Zeit zwischen 2 Telefonanrufen

[ J

Zeit zwischen Maschinenstérungen
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(c) Die Normalverteilung (Gauf3-Verteilung)

Viele empirisch auftretende Zufallsgrofien besitzen eine Normalverteilung.

Beispiele:

e zufillige Meffehler
e Abweichungen eines Werkstiickes von der Norm
e gewisse Groflen bei der Brown-schen Molekularbewegung

Es seien p eine reelle und o eine positive reelle Zahl. Eine absolutstetige Zufallsgrofle X heifit
normalverteilt mit den Parametern p und o (bzw. N(u,o)-Verteilt), wenn die Dichte p von X

folgende Gestalt hat:
@=—m— T, ceR
Tr) = —— - € 20 s X
b Vom-o

Bezeichnungen: A

o(z;p,0) : Dichtefunktion

O (z;pu,0) @ Verteilungsfunktion } der Normalverteilung

oo
1 _=w)?
@(x;u,a)zm.a-/e 22 dt
—0oQ

16.3.6 Unabhingigkeit von Zufallsgréfien

X, Y: ZufallsgroBen, die zum selben Versuch gehoren.

Unabhéngigkeit ~ jede Realisierung von X hat keinen Einflul auf die Realisierung von Y und
umgekehrt.

Definition: X und Y heiflen unabhdngig, wenn gilt:

P(X<z)Nn(X <y))=PX <z)-PY <y), z,y€R
Allgemeiner: Die Zufallsgrofien X7, ..., X, heiBlen (vollstindig) unabhingig, wenn fiir alle
1, .., Tp € R gilt:

PXi<z, ..., Xp<zp)=PXy1<z1): ... -PXp<zp)
Eine Folge X1, X9, ... von Zufallsgroflen nennt man eine Folge unabhdngiger Zufallsgrifen,

wenn fiir jedes n > 2 dir Zufallsgréflen X1, ..., X, unabhingig sind.

16.3.7 Satz
Es seien X, ..., X unabhéngige Zufallsgrofien und X = X1 + -+ - + Xp.

(i) X; poissonverteilt mit den Parametern A\; = X poissonverteilt mit den Parametern A; +
ce 4 Ak

(ii) X; normalverteilt mit den Parametern 1, 0; = X normalverteilt mit den Parametern
p1 44 und o2 + -+ o2

(iii) X; binominalverteilt mit den Parametern nj, p = X binominalverteilt mit den Parametern
ni + -+ ng und p.

13



16.4 Charakteristiken von Zufallsgrofien

16.4.1 Definition

Es sei X eine diskrete Zufallsgrofie mit den Werten x; und den Einzelwahrscheinlichkeiten
pr = P(X = z). Dann nennt man die Zahl

=Y o
k

Erwartungswert von X, sofern die rechts stehende Reihe absolut konvergent ist (d.h. ), |z -
pr < 00). Ist X eine absolut stetige Zufallsgrofie mit Dichte p, so ist der Erwartungswert E(z)

definiert als
o0

= Bz) = /:L‘-p(a:)dac

—0o0

sofern dieses uneigentliche Integral absolut konvergent ist (d.h. [*°_|z|- p(z)dz < c0).

16.4.2 Beispiele

(a) Essei X die Zufallsgrofe, die beim Wiirfeln jedem Versuchsausgang die Augenzahl zuord-
net. D.h: 2, =k, pp = % (k=1,...,6)

1 1 1
—B@x)=1--42-—+---+6--=35

(b) Es sei X eine mit dem Parameter A poissonverteilte ZufallsgroBe.

Ak 0 Ak
00 0 A _ =
=Y k=0%k-P(X=k)=> k=0 k—- =) ok
k=0
0 Ak > )\k-1
-2 -
¢ ;(k—l)! ¢ ;(k—l)!
R — A
Bekannt: e = Y ;‘71:
k=0
(c) Ist X eine absolutstetige Zufallsgrofie mit der Dichte p(z) = { 01 i i } , SO ist
x2 =
/aj'p($)dm:/x-2dz:/dx:lnx‘ =00
x x 1
—00 1 1

= FE(z) existiert nicht.

16.4.3 Satz
Seien X und Y Zufallsgréfien, so dal E(X) und E(Y) existieren. Dann gilt:

EX+Y)=EX)+E®Y)
Sind a und b reelle Zahlen, so gilt:

Ea-X+b)=a-E(x)+b
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Falls X und Y unabhéngig sind, so ist:
E(X-Y)=EX)-E(Y)

Fiir a und b = —F(X) folgt daraus F(X — F(X)) = 0. Man nennt den Ubergang von X zu
X — E(X) zentrieren von X.

16.4.4 Definition

Es sein X eine diskrete Zufallsgrofie mit Erwartungswert E(X). Unter der Voraussetzung der
Konvergenz der entsprechenden Reihe nennt man die nichtnegative Zahl

0® = V(X) = D*(X) = E(X — E(X))>) = 3 (s — B(2))® - 1

mogl. Werte k

(zp—E())?

Streuung oder Varianz von X.

Ist X eine absolutstetige Zufallsgrofle mit der Dichte p, so ist die Streuung durch

o?=V(X)=D*X) = /(X — BE(X))? - p(x)dx

—00

definiert, sofern das Integral existiert.

Bemerkung: V(z) > 0. Man kann zeigen: V(X) = 0 < X ist konstant (mit Wahrscheinlich-
keit 1). D.h. P(X = ¢) = 1 mit einer Konstanten ¢ € R.

16.4.5 Satz

Es sei X eine diskrete oder absolutstetige Zufallsgrofie mit Erwartungswert F(X) und Varianz
V(X). Dann existiert £(X?) und es gilt:

V(X) = E(X?) - B(X)*

Im diskreten Fall:

V(X) = <Z$k2 'pk) —

k

und im absolutstetigen Fall

16.4.6 Beispiele
(a) X: Augenzahl beim Wiirfeln, E(X) = 3,5.

1 1 1
o’ :(1—3,5)2-6—|—(2—3,5)2-6+---—|—(6—3,5)2-6 ~ 2,92
bzw. unter Verwendung von Satz 16.4.5:
1 1 1
2 2 2 2 2
=1"- =42 =+..- 467 = —3,5“~ 292
o 6 + 6 + + 6 ) )
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(b) Fiir die absolutstetige ZufallsgroBe X mit der Dichte

r+i 0<z<1
p(iv)Z{ 2=

0 sonst
gilt:
o0 1 7
M:E(X):/m p(w)dm:/x-<x+2>da;:12
—00 0
und
Fi / 7\’ 1 11
2 — — 2 . = —_ . — = —
o° = /(m w) - p(z)dz /(ZE 12) (x—|—2> dz il
—00 0
bzw. unter Verwendung von (16.4.5):
7 / 1 7\ 11
2 _ 2 2 2 - (L) = 2=
o° = /37 p(z)dx — p /at <a?—|—2> dx (12> Tl
—00 0

16.4.7 Satz
Es seien X und Y unabhiingige Zufallsgréfien mit Varianz V(X)) bzw. V(Y'). Dann gilt:
VIX+Y)=V(X)+V(Y)
Weiterhin gilt:
Vie-X+b)=a?>-V(X) (a,beER)

Bemerkungen: Aus diesem Satz folgt:

(a) V(=X)=V(X) und V(X +b) = V(X)

(b) V(5 =5 V(X)=1

g

Eine Zufallsgrofe Y mit V(Y) = 1 heiBt normiert, und der Ubergang von X zu % heifit
Normierung von X.

Durch Kombination von Zentrierung und Normierung erhélt man eine sog. standardisierte Zu-
fallsgrofe Z mit E(Z) =0, V(Z) = 1.

16.4.8 E(X) und V(X) fiir spezielle Zufallsgréflen
(a) X binominalverteilt mit den Parametern n und p: E(X)=n-p, V(X)=n-p- (1 —p)
A

(b) X poissonverteilt mit Parameter A: E(X) = A, V(X)
(¢) X exponentialverteilt mit dem Parameter a: E(X) =1, V(X) = %
o0

E(X):{:r-w, V(X) =

22 e YT dy — ($)2 partielle Integration

o—g

p(z)

(d) X normalverteilt mit den Parametern p und o: E(X) = u, V(X) = o2.
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16.4.9 Beispiel

Durch Standardisierung erhélt man aus einer N(u,o)-verteilten Zufallsgrofie X die N(0,1)-
verteilte Zufallsgrofe Z = % Man nennt die N (0, 1)-Verteilung standardisierte Normalvertei-
lung und bezeichnet ihre Dichte mit ¢(z), ihre Verteilungsfunktion ®(z). Wegen der Symmetrie
gilt: ®(—z) =1 — ®(z). p(zx) ist eine gerade Funktion.

Beispiel: Das Gewicht von Zuckersécken sei normalverteilt mit 4 = 5000g und o = 50g. Die
Wahrscheinlichkeit, dafl ein Zuckersack weniger als 4970 g wiegt ist

X —p 4970 —p

P(X < 4970) = P< ) = ®(—0,6) =1 — ®(0,6) ~ 0,2743
—— I
N(0,1) -0,6

oder:

4900 — p X —p 5100 —
P(4900 < X < 5100) = P( P27l o “) — $(2) — B(—2) ~ 0,9544

o - o o ——
A N e’
~7 > 1-9(2)

16.4.10 Definition

Es seien X und Y Zufallsgréffen mit den Erwartungswerten px bzw. py und den Standardab-
weichungen ox bzw. oy (beide # 0). Der Korrelationskoeffizient oxy von X und Y ist definiert

durch
_EBE(X —px) Y —py))  EX-Y)-EX) EY)
OXy = =
ox -0y 0x -0y

Den Zghler nennt man Kovarianz: cov(X,Y). Der Korrelationskoeffizient ist ein Maf fiir den
Zusammenhang zwischen X und Y.

16.4.11 Eigenschaften
(i) =1 < oxy < 1.1Ist pxy =0, so heilen X und Y unkorreliert.

(ii) Aus der Unabhéngigkeit von X und Y folgt ¢ = 0. Die Umkehrung dieser Aussage gilt
nicht.

(iii) Ist oxy = 1 oder —1, so besteht zwischen X und Y eine lineare Beziehung X =a-Y +b
oder Y = a- X + b mit gewissen Konstanten a und b.

Beispiel in 16.5.

16.5 Zufallsvektoren

16.5.1 Definition

Es seien Xy, ..., X, Zufallsgrofien. Den Vektor (Xi, ..., X,) nennen wir Zufallsvektor oder
eine n-mehrdimensionale Zufallsgrifle. Die Funktion

Fz1,...,2p)=PXi <z1,..., Xp<x,), z€R

heifit die (n-dimensionale) Verteilungsfunktion des Zufallsvektors (X7, ..., X,,). Existiert eine
Funktion p(x1, ..., x,) so, daB fiir beliebige z1, ..., =, die Gleichung

1 T
Flay, .o an) = / /p(yl, cos Yn) dyn - - dy
—00 —00
besteht, dann heifit diese Funktion die Dichte des Zufallsvektors (X1, ..., X,).
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Um die Bezeichnungen zu vereinfachen betrachten wir im Weiteren zweidimensionale Zufalls-
vektoren.

16.5.2 Satz

Es sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion F(z,y) und bezeichne Fx (Fy) die
Verteilungsfunktion der Zufallsgréfie X (bzw. Y). Dann gilt:

Fx(z) = lim F(x,y) =: F(z,00) und Fy(y) = lim F(z,y) =: F(oco,y).

Yy—00 —00

Sind X und Y diskret mit den Werten z; und y;, so gilt:
ZP = Tq, _yj) und ZP = Ty, —yj)

(Randverteilungen) Besitzt (X,Y") eine Dichte p(x,y), so besitzen auch X und Y eine Dichte
px bzw. py fiir die gilt:

o0 (e 9]

px(z) = / plz,y)dy  und  py(y) = / p(z,y)dz

— 0 —00

(px und py heiflen Randdichten).

16.5.3 Satz

Es seien X und Y unabhingige Zufallsgrofien mit den Verteilungsfunktionen Fx und Fy. Fiir
die Verteilungsfunktion F' des Zufallsvektors (X,Y) gilt

F(z,y) = Fx(z) - Fy (y).

Besitzen X und Y eine Dichte px und py, so besitzt auch (X,Y) eine Dichte p, fir die gilt:

p(z,y) = px(z) - py (y)

16.5.4 Beispiele

(a) Untersuchung von Stellringen; zwei Merkmale: Dicke und Bohrung. Es wird festgestellt,
ob die Maf}e innerhalb der Toleranzgrenze liegen oder nicht. Die Zufallsgrofie X sei gleich
0, wenn die Dicke innerhalb der Toleranzgrenze liegt, andernfalls gleich 1. Analog fiir YV
(Bohrung). Damit kann der Zufallsvektor (X,Y") die Wertepaare (0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

Aus Erfahrung weifl man, daf:

e etwa 5% aller Stellringe sind Ausschuf}, davon
e 1% falsche Bohrung und falsche Dicke

3% nur falsche Bohrung

e 1% nur falsche Dicke.

Verteilung von (X,Y):

Y\ X 1 | %
P(X=0,Y=1)=0,03, P(X =1, Y =0) = 0,01, é 0%5 5011096
P(X=0,Y =0)=0,01, P(X =0,Y =0) = 0,95. 1 003 oo1|oos
0,98 = P(X =0),0,02=P(X =1) Y (098 0,02] 1
0,96 = P(Y = 0) 0,04 =P(Y =1)
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(b) Werfen mit 2 Wiirfeln.
X := 0 wenn die Augenzahl des 1. Wiirfels gerade ist, sonst 1.
Y := 0 wenn die Augenzahl des 2. Wiirfels gerade ist, sonst 1.
Der Zufallsvektor (X,Y’) kann die Wertepaare (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) annehmen. Aus
der Unabhéngigkeit folgt:

YWX[0 1]3%
0 s /g | 1)2
1 g /4| 1/2
X |12 121

16.5.5 Berechnung der Kovarianz o(X,Y)
Die Verteilung (X,Y") ist gegeben durch:

TRV S S— oy = BOEY) = BQX) - B(Y)
2 0,14 0,05 0,01 0,20 ox Oy
3 10,10 040 0,15 | 0,65 BE(X)=2-028+3-048 + 40,24 = 2,96
4 0,04 0,03 0,08 | 0,15 E(X?)=22.028+32-048 +42-.0,24 = 9,05
¥ |028 048 024] 1 ox? = B(X?) — E(X)? = 9,05 — 2,952 = 0,3475

Analog E(Y), ay? ...

E(X-Y)=2-2-01442-3-015+3-2-0,10+---+4-4-0,08 = 8,90
o(X,Y) ~ 0,396

16.6 Der Zentrale Grenzwertsatz

16.6.1 Satz

Es sei X1, Xo, ... eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsgrofien mit dem gemein-
samen Erwartungswert £ und der gemeinsamen Varianz o2. Dann konvergieren die Verteilungs-
funktionen F;, der standardisierten Zufallsgréflen Y,, mit

n
ZXk—n-u
Yn:kzl

o-\/n
gegen die Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Verteilung, d.h.

n—o0

T
1 2
lim = FYn(IL‘) == \/T / 6_% dt, r €R
™
—0o0

Die Summe X; + --- 4+ X, ist ndherungsweise normalverteilt fiir grofle n.
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Kapitel 17

Partielle Differentialgleichungen

Literatur: W. A. Strauss: Partielle Differentialgleichungen (Vieweg)

17.1 Grundbegriffe, Beispiele

17.1.1

Bei partiellen Differentialgleichungen ist die gesuchte, unbekannte Funktion u eine Funktion von
mehreren Variablen z, y, ...

Eine partielle Differentialgleichung (PDgl) ist eine Gleichung, welche die Variablen, die gesuchte
Funktion u und deren partiellen Ableitungen in Bezichung setzt. Die allgemeine Form einer
PDgl erster Ordnung in 2 Variablen ist

F(il], y7 u(:p,y), ux(‘ray): uy(:r,y)) = F(.’E, yv u? u$7 uy) = 0

mit einer gewissen Funktion F'. Die Ordnung einer PDgl ist der Grad der hichsten auftretenden
Ableitung. Die allgemeine Form einer PDgl zweiter Ordnung in 2 Variablen ist

F(l'a Y, U, Ug, Uy, Ugy, Ugy, Uyy) =0
Hat die obige Differentialgleichung die Form

al(xay) : u(x,y) + ag(x,y) : uflﬁ(x7y) +-+ aﬁ(xay) ' Uyy(x7y) = g(ﬂc,y)

so heiflt sie linear. Sind die a; konstant, so heifit die PDgl eine lineare partielle Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten. Im Falle g = 0 heifit die Gleichung homogen. Analog
definiert man diese Begriffe fiir Gleichungen beliebiger Ordnung.

17.1.2 Beispiele (aus der Physik)
(i) uz +uy = 0 (Transport) Ordnung 1, lineare konstante Koeffizienten
(i) uz +y - uy =0 (Transport) Ordnung 1, lineare, nicht konstante Koeffizienten
(ili) uz +u-uy = 0 (StoBwelle), Ordnung 1, nicht linear
(iv) ugze + uyy = 0 (Laplace-Gleichung), Ordnung 2, linear, konstante Koeffizienten
(V) ug — Ugz +u® = 0 (Welle mit Riickkopplung), Ordnung 2
(Vi) ur 4+ u - uy + ugyr = 0 (Dispersionsgleichung), Ordnung 3, nicht linear

(vii) ug + Ugzer = 0 (Schwingender Stab), Ordnung 4, konstante Koeffizienten

(in diesen Gleichungen: u = u(z,y) bzw. u = u(z,t))
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Genau wie bei gewohnlichen linearen Differentialgleichungen gilt: Sind wug, ..., u, LOsungen
einer homogenen linearen PDgl, so ist auch jede Linearkombination

c1-ur+ -+ up (¢; Konstanten)

eine Losung. Weiterhin erhilt man die allgemeine Losung einer inhomogenen PDgl, wenn man
zu der allgemeinen Losung der homogenen PDgl eine Lésung der inhomogenen PDgl addiert.

17.1.3 Einige Beispiele fiir die Losung von partiellen Differentialgleichungen

Zur Erinnerung: Bei einer gewohnlichen Differentialgleichung der Ordnung m enthilt die allge-
meine Losung m beliebige Konstanten.

(a) Uze =0 (u = u(z,y))
= wu, ist konstant, genauer gesagt, u, hingt nicht von x ab = u, = f(y) wobei f eine
beliebige Funktion ist.

Integration nach z: w = x - f(y) + g(y) wobei g eine beliebige Funktion ist. In der

allgemeinen Losung treten also 2 beliebige Funktionen auf.

(b) uzz+u =0 Wiein Beispiel (a) handelt es sich eigentlich um eine gewdhnliche Differen-
tialgleichung mit einer zusétzlichen Variablen y (lin. Dgl. zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten). Nach (14.4.2) ist die allgemeine Losung u(z,y) = f(y) - cosz + g(y) - sinz
(f und g beliebige Funktionen).

(c) ugy =0 Zuerst integrieren wir nach = und betrachten y als Konstante: u,(z,y) = f(y).
Dann integrieren wir nach y und betrachten z als Konstante: u(x,y) = F(y) + g(x) wobei
F' eine Stammfunktion von f ist und g eine beliebige differenzierbare Funktion ist.

Die allgemeine Losung einer PDgl enthélt beliebig wihlbare Funktionen.

17.1.4 Die Diffusionsgleichung

Wir betrachten eine ruhende Fliissigkeit in einem Behélter und einen Farbstoff, der durch die
Flissigkeit diffundiert. Einfache Diffusion wird durch das folgende Gesetz beschrieben:

(a) Der Farbstoff bewegt sich von Bereichen hoherer zu Bereichen niedrigerer Konzentration

b) Die transportierte Masse pro Zeiteinheit ist proportional zum Gradienten der Konzentra-
tion

Sei u(x,y, z,t) die Konzentration (Masse pro Volumeneinheit) des Farbstoffs an der Stelle (z, y, 2)
zum Zeitpunkt ¢. Mit Hilfe des obigen Gesetzes kann man zeigen:

w =k (Ugg + uyy +uzz) = k- Au dreidimensionale Diffusionsgleichung

mit einer Konstanten k. Ist der Behélter eine lange Rohre, so kann man die Diffusion durch
die eindimensionale Diffusionsgleichung us = k - uy; beschreiben. Ist k ortsabhingig und sind
Quellen/Senken des Farbstoffes vorhanden. so gilt

ut:V(kAU)+f (f:f(:vvyvz)v k:k(l'ayvz))

Anwendungen: Wirmeleitung, Brownsche Molekularbewegung, Populationsdynamik
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17.1.5 Wellengleichung

Wir betrachten eine biegsame, elastische, homogene Saite der Lénge I, welche geringfiigigen
Transversalschwingungen unterworfen ist (z.B. Gitarrensaite). u(z,t) sei die Auslenkung aus
der Nulllage zur Zeit ¢t an der Stelle z. Unter gewissen vereinfachenden Annahmen gilt die
eimndimensionale Wellengleichung

U = Ugy

mit einer Konstanten x (die Wellengeschwindigkeit). Das zweidimensionale Analogon der Saite:
eine biegsame, elastische, homogene Membran, welche iiber einen Rahmen gespannt ist. Liegt
die Membran in der z, y-Ebene und bezeichnet u(x,y,t) die vertikale Auslenkung eines Punktes
zur Zeit t, so gilt

uy = ¢ - (Uzz + Uyy) zweidimensionale Wellengleichung

Einfache dreidimensionale Schwingungen erfiillen die Gleichung

Ut = C2 : (uwm + Uy + uzz)

Anwendungen: Schallwellen in der Luft, Schwingungen eines elastischen Kérpers, elektroma-
gnetische Wellen, seismische Wellen.

17.1.6 Die Laplace-Gleichung

Betrachtet man stationire Wellen oder Diffusionen (d.h. uy = uy = 0, die physikalischen
Verhéltnisse &ndern sich nicht mit der Zeit) so gilt:

Upg + Uyy + Uz = Au =0 Laplace-Gleichung

Die Losungen heiflen harmonische Funktionen.

17.1.7 Die Poisson-Gleichung

Die inhomogene Gleichung

Au=f

mit einer gegebenen Funktion f heiffit Poisson-Gleichung.

Beispiele:
(i) Elektrostatik: Sei E ein elektrisches Feld geladener Teilchen mit Ladungsdichte g. Nach
den Maxwellschen Gleichungen ist F wirbelfrei, d.h. rot E = O und div E = 4wp.

Wegen der ersten Gleichung existiert eine skalare Funktion W (elektrisches Potential) mit
E = —grad ¥V = AV = div(grad ¥) = —div(E) = —4mpo.

AV = —47p Poisson-Gleichung

(ii) Holomorphe Funktionen (komplex): Ist f(x + iy) = u(x,y) + i - v(z,y) eine holomorphe
Funktion, so gilt Au = Av = 0.

17.2 Lineare Gleichungen erster Ordnung

17.2.1 Gleichungen mit konstanten Koeffizienten

Wir l6sen die Gleichung a - uz +b-uy =0 (u = u(z,y)), wobei a und b Konstanten sind (# 0).
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Geometrische Methode: au, +bu, ist die Richtungsableitung von u in Richtung des Vektors
(a,b). Folglich ist u konstant entlang einer beliebigen Geraden mit Richtungsvektor (a,b). Fiir
diese Geraden ist (—b,a) ein Normalenvektor, deshalb haben sie die Gleichung bz — ay = ¢ mit
einer Konstanten c.

Den Wert von u auf dieser Geraden bezeichnen wir mit f(c). Dann gilt:

u(z,y) = f(bxr — ay)

fiir alle z, y.

Koordinaten-Methode: Wir fithren die neuen Variablen s = ax+by, t = bx —ay ein (lineare
Transformation der unabhingigen Variablen). Nach der Kettenregel erhalten wir:

_Ou 0s  Ou ﬁ ou 0O0s Ou @

T w4+ b d 2 T i —a-
9s 0z ot op G MeTUm WA Uy =m o T gy e 0

Uy

:>0:a-ux+b-uy:a~(a-us+b-ut)—I—b-(b-us—a'ut):(a2+b2)-us = wu;=0
Losung: u(s,t) = f(t) = f(bx — ay), d.h.

u(z,y) = f(bxr — ay)

wobei f eine beliebige differenzierbare Funktion ist.

17.2.2 Gleichungen mit variablen Koeffizienten

Beispiel: u; + y - uy = 0. Geometrische Methode: Die Richtungsableitung in Richtung des
Vektors (1,y) ist 0. Die Kurven y = y(z) in der z,y-Ebene mit (1,y) als Tangentenvektoren
haben die Steigung ' = ¥. Diese gewohnliche Differentialgleichung hat die Losungen y = C - €”
(C € R). Das sind die sogenannten Charakteristiken der PDgl. Wenn C' variiert, fiillen die
Kurven die Ebene vollstandig aus.

Auf jeder dieser Kurven ist u konstant:

d
d—u(m,C-eI):ux-l—i—uy-C-ex:um—i—y-uy:O
x

Der Funktionswert u(z,y) = u(x,C - €®) héngt also nur von C = e "y ab = die allgemeine
Losung der PDgl ist

u(z,y) = f(e "y)

wobei f eine beliebige differenzierbare Funktion ist.

Die geometrische Methode 1é8t sich allgemein fiir Gleichungen der Form a(x, y)-uz+b(z,y)-uy =

. . N : . . b(z,
0 anwenden: Zuerst 16st man die gewohnliche Differentialgleichung 1/ = a((f:z) (y = y(x)). Jede

Losung v der PDgl ist konstant auf den Losungskurven dieser Gleichung.

=

17.3 Anfangs- und Randbedingungen

17.3.1

Losungen von PDgl-en héingen von beliebigen Funktionen ab. Will man eine eindeutig bestimmte
Losung erhalten, sind Zusatzbedingungen erforderlich. Diese Bedingungen sind h#ufig physika-
lisch motiviert.
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Anfangsbedingungen: FEine Anfangsbedingung legt den physikalischen Zustand eines Sys-
tems zu einem festen Zeitpunkt tq fest.
Beispiel: Diffusionsgleichung, Anfangsbedingung
u(:r, Y,z tO) = \If(.ilj‘, Y, Z)
wobei WU eine gegebene Funktion ist (z.B. Anfangskonzentration, Anfangstemperatur).
Beispiel: Wellengleichung, Anfangsbedingung
u(x7y7 Z7t0) = \P(w7 y7 Z)’ ut(aj7 y?z7t) = Q(x’ y7 Z)

W, .. Anfangslage, ®... Anfangsgeschwindigkeit

Randbedingungen: PDgl-en gelten in einem bestimmten Gebiet D:

schwingende Saite: D = (0, [), der Rand besteht aus den Punkten 0 und .

schwingende Membran: D ist ein ebener Bereich, der Rand ist eine geschlossene Kurve.
diffundierende Substanz: D ist der Behalter, sein Rand ist die Oberfliche des Behélters.

Um die Losung festzulegen, ist es notig, einige Randbedingungen zu stellen. Die drei wichtigsten
Arten von Randbedingungen sind:

(i) w wird vorgegeben (Dirichlet-Bedingung)

(ii) % wird vorgegeben (Neumann-Bedingung), 7l bezeichnet den Normalenvektor der Linge
1, der ins AuBlere von D zeigt.

(iii) % + a - u wird vorgegeben (Robin-Bedingung), (a = a(z,y, 2,t))

Jede Bedingung soll gelten fiir alle t und fiir alle Randpunkte (z,y, z) € D.

Bemerkung: Mit 77 = (n1, no, n3), % =N Ug + N2 Uy +N3-U, =T - VU.

Bei eindimensionalen Problemen, wo D ein Intervall 0 < = < [ und der Rand nur aus den
Randpunkte ndes Intervalls besteht, haben die Randbedingungen folgende Form:

(i) u(0,8) = g(t), u(l,t) = h(t)
(it) 32(0,1) = g(t), F(a,t) = h(t)

(iii) analog

Beispiel: Schwingende Saite
(a) Die Enden der Saite sind fixiert (z.B. Gitarrensaite). Dann liegt (0,2
eine Dirichlet-Bedingung (0, t) = u(l,t) = 0 vor (eine homogene).

(b) Ein Saitenende (z.B. bei = 0) wird reibungsfrei transversal in ei-

ner Spur gefiithrt, ohne Widerstand. An diesem Ende herrscht keine u(0,z) Hz

transversale Spannungskraft = Neumann-Bedingung: u,(0,¢) =
0.
(c) Die Robin-Bedingung wire die Randvorgabe fiir den Fall, daf§ ein

Saitenende in einer Spur gefithrt wird, aber an einer Feder be- u(&w)é—:
festigt ist. Hooksches Gesetz: Spannung proportional zur Auslen-
kung: u,(0,t) + a - u(0,t) = 0 mit einer gewissen Konstanten a.

Bemerkung: Es gibt noch z.B. Sprungbedingungen, Bedingungen im Unendlichen: lim --. =

r—00
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17.3.2 Korrekt gestellte Probleme

Wird ein physikalisches Problem durch eine PDgl beschrieben, so versucht man, physikalisch
sinnvolle Zusatzbedingungen zu stellen, so dafl ein sog. korrekt gestelltes Problem entsteht:

(i) Die Gleichung hat genau eine Losung (zu viele Zusatzbedingungen: keine Losung, zu
wenige Zusatzbedingungen: unendlich viele Losungen, unterbestimmtes Problem)

(ii) Stabilitat: Die Losung hingt stetig von den Anfangs- bzw. Randbedingungen ab.

17.4 Typeinteilung von Gleichungen zweiter Ordnung

Wir betrachten die PDgl

n n
E aik-uxi@k—i—g bi Uy, +c-u=f (1)
ik=1 i=1
in n Variablen zy, ..., x, (mit konstanten Koeffizienten). Wegen uy, », = uy, 2, konnen wir die

a;r, so wahlen, dass a;x = agi, 2.B. 1 Upyz, + 3 Ugyzy =2 Ug gy + 2 Ugya, -

Dann ist die Matrix A = (a;)}",_, symmetrisch. Folglich besitzt die Matrix A dann genau n
Eigenwerte A1, ..., A\p.

17.4.1 Definition

Die Gleichung (1) heifit

(i) elliptisch, wenn alle Eigenwerte von A positiv oder alle negativ sind.

(ii) hyperbolisch, wenn keiner der Eigenwerte gleich 0 ist, und genau einer ein anderes Vorzei-
chen als die anderen hat.

(iii) parabolisch, wenn genau ein Eigenwert gleich 0 ist und alle anderen dasselbe Vorzeichen
besitzen.

17.4.2 Beispiele

(a) zweidimensionale Laplace-Gleichung: 1 - ugzs + 1 - uyy =0, (u = u(z,y)).
(1 0\ M =1 e .
A= <0 1>, Ay = 1} = elliptische Gleichung
(Bemerkung: Ist A eine Diagonalmatrix, so stehen die Eigenwerte in der Hauptdiagonalen,
die Spalten von A bilden ein vollstdndiges System von Eigenvektoren.)

2

(b) Fiir die eindimensionale Wellengleichung wuy = ¢ - tgy, (u = u(x,t)) bzw. ¢ - Uz — ugy = 0

(mit ¢ # 0) ist
2 — 2
A= <Co 01>7 ;\1 _ cli%} = hyperbolische Gleichung
_ , = —

(c) Wirmeleitungsgleichung in einer Dimension, (z = x(z,1)): Uy = Ugy = Upy — Uy iSt

_ (1 0y M=1>0 ' '
A= <0 0>, Ay =0 } = parabolische Gleichung
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17.4.3 Lineare Transformation der unabhingigen Variablen

Wir betrachten die Gleichung (1) und die zugehorige symmetrische Matrix A. Nach einem
Satz der linearen Algebra gibt es n normierte, paarweise orthogonale Eigenvektoren v; € R"
(j=1,...,n),dh, esgilt A-v; =A;-v; () : Eigenwert).

Bilden wir aus den Eigenvektoren spaltenweise die Matrix Q = (v1, va, ..., vp), so ist QT - A-Q
eine Diagonalmatrix, in der Hauptdiagonalen stehen die Eigenwerte A1, ..., Ay.

Fithrt man die neuen Variablen y = (y1, ..., yn)? durch y = Q7 - = (lineare Variablentrans-
formation) ein, wobei x = (x1, ..., xn)T, so erhilt man fiir die neuen Variablen eine PDgl,
deren zugehdrige Matrix eine Diagonalmatrix ist (d.h. keine gemischten Ableitungen wu,,

mit i # j).
17.5 Wellen und Diffusionen

17.5.1 Die Wellengleichung
Ut = - Ugy
(man kann sich eine sehr lange Saite vorstellen) Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
uw(z,t) = f(x +ct) + g(x — ct) (1)

wobei f und g beliebige (zweimal differenzierbare) Funktionen sind. (Durch Variablentransfor-
mation y = x + ct, s = v — ct kann man die Gleichungen auf eine Gleichung der Form w5 = 0
zuriickfiihren, siehe Ubung.)

Wir stellen die Anfangsbedingungen

u(z,0) = ¢(x), w(z,0)=¥(z), ze€R

Mit t =0 in (1) erhalten wir
p(z) = f(x) + g(x) (2)

(1) nach t ableiten und dann ¢ = 0 setzen: ¥ (z)=c- f'(z) —c- ¢'(z)

.l 1
(2) nach z ableiten: o (x) = f'(z) + ¢ () }LGS fiur f', g

Aus diesen Gleichungen kann man leicht f’, und ¢/, dann f und g und damit u bestimmen.

x+ct

1 1
u(z,t) = 5 [p(x + ct) + p(x — ct)] + % / U(s)ds
T—ct
(Losungsformel von d’Alanbert, 1746)
17.5.2 Beispiel
Wir betrachten eine unendlich lange, homogene Saite mit der Wellengeschwindigkeit ¢ = \/% (o

ist die Dichte und 7" der Betrag des Spannungsvektors, beide konstant), der Anfangsauslenkung

s0<g,,=>:{b'(1—'ii') ol < a ete)

0 lz] > a

und der Anfangsgeschwindigkeit U(z) =0 (z € R).
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Anschaulich: Zupfen an der Saite mit drei Fingern, die die Saite gleichzeitig loslassen

Losungsformel von d’Alambert:
1
u(w,t) = 3 [pla + ct) + p(z — cb)]

— — _ 2
t=2 t=2 t=12a

Im folgenden betrachten wir die eindimensionale Diffusionsgleichung
U = K - Ugy
17.5.3 Satz (Maximum-Prinzip)
Wenn u(z,t) die Diffusionsgleichung in einem Raum-Zeit-Rechteck
{0<z<1,0<t<T}

erfiillt, so wird der maximale (bzw. minimale) Wert von u(x,t) entweder auf der Anfangslinie
t = 0 oder auf den Seitenlinien z = 0 oder « = [ angenommen.

Interpretation/ Wirmestréomung: Bei einem erwédrmten Stab ohne innere Wérmequelle
kann man die heifleste und die kélteste Stelle nur zum Anfangszeitpunkt oder an einem der
beiden Stabeneden finden.

17.5.4 Folgerung (Eindeutigkeit des Dirichlet-Problems)
Die Gleichung u; — kug, = f(2,t), 0 <z <, t > 0 mit den Anfangs- und Randbedingungen
U((L‘, 0) = \Ij(x>7 U(O,t) = g(t)7 ’U,(l,t) = h(t)

besitzt héchstens eine Losung

Beweis: Sind u; und ug Losungen, so gilt fiir w = ug —ug : wy — k - wyy = 0, w(0,¢) = 0,
w(l,t) =0, w(x,0) = 0 nach dem Maximum-Prinzip nimmt w Maximum und Minimum auf dem
unteren Rand oder den Seiten an, dort wo w verschwindet. = w = 0, also u; = us.

17.5.5 Die Diffusionsgleichung auf der ganzen Achse
up =k -ugy (—oo<xz<oo, 0<t<o0) (1)
u(x,0) = ¥(z) (2)
Die Gleichung (1) hat die folgenden Invarianzeigenschaften:
(a) Die Verschiebung u(z — y,t) einer Losung u(x,t) ist fiir jedes y eine weitere Losung.
(b) Jede partielle Ableitung einer Losung ist wieder eine Losung.
(c) Ist u(z,t) eine Losung, so auch u(y/az, at) fiir jedes a > 0.
)

(d) Linearkombination von Losungen ist eine Losung.
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(e) Ist S(z,t) eine Losung, so auch
vwt) = [ S-u.0)-g0)dy

fiir jede Funktion ¢, sofern das Integral eine zweimal differenzierbare Funktion darstellt
(s. Ubungsaufgabe).

17.5.6 Satz

Ist U eine stetige und beschrinkte Funktion, so ist die Funktion

1] ey
) == [ vy

beliebig oft differenzierbar und sie ist die einzige Losung von (17.5.5.1) und (17.5.5.2).

g2
Die Funktion S(z,t) = \/ﬁ -e2kt heifdt Diffusionsterm oder Quellfunktion.

Bemerkung: Mit der Substitution s = % in (17.5.6) erhalten wir

u(x,t) = \/17_ 76_542\1’ <x - 8\/&) ds

in dieser Gleichung kann man direkt ¢ = 0 einsetzen und die Bedingung u(z,0) = ¥(z) nach-
priifen.

17.6 Randwertprobleme, Trennung der Variablen

17.6.1 Wellengleichung, Dirichlet-Bedingung
Wir betrachten die Wellengleichung

U = C° Uy O<z<l,0<t< (17.3)

u(0,t) = u(l,t) =0 (17.4)
unter den Anfangsbedingungen
u(z,0) = ®(x), up = ¥(x)

Die Losungsmethode besteht darin, die allgemeine Losung als Linearkombination von leicht zu
findenden speziellen Losungen aufzubauen.
Unter einer getrennten Ldsung verstehen wir eine Losung der Form

u(z,t) = X(x) - T(t)
Wir setzen diese Funktion in (17.3) ein:
X(z)-T"t)=c- X" (x)-T(t)

iT//(t) B _X”(a:)

2T T X))

A konstant, wegen des 1. Ausdrucks ist A unabhingig von z, wegen des 2. Ausdrucks ist A
unabhéngig von t.
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Aus den Randbedingungen folgt:
X(0)=0, X()=0 (17.5)

Hieraus und aus der Gleichung X” 4+ X\ - X = 0 folgt, daB A > 0 (Ubungsaufgabe).
Wir koénnen also A in der Form A = 32 mit 3 > 0 schreiben. Dann sind die obigen Gleichungen
ein Paar von getrennten Gleichungen fiir X und 7"

XN+62X:0, T”+62T:0
Thre Losungen haben die Gestalt

T(t) = A-cosfct+ B -sin fct (17.6)
X(x)=C-cosfzx+ D -sinfx (17.7)

wobei A, B, C, D beliebige Konstanten sind. Wegen (17.5) gilt 0 = X(0) = C, 0 = X(I) =
D-sinfl = D =0oder =" (n=1,2,...)
Fiir jedes n erhalten wir folgende getrennte Losung von (17.3) und (17.4):

Up(z,t) = <An - COoS l

nmct . nmct . nTx
+ B, - sin ] .

mit den beliebigen Konstanten A, und B,, (die auch D enthalten). Die Summe von Losungen
ist wieder eine Losung, also ist auch die unendliche Reihe

o0

t t
u(z,t) = Z (An - Cos m;c + B,, - sin m;c > - sin mlm: (17.8)

n=1

eine Losung, vorausgesetzt, sie konvergiert und stellt eine zweimal differenzierbare Funktion dar.
Diese Losung erfiillt genau dann die Anfangsbedingung, wenn

o0 o
u(z,0) = ZA” : sin? =®(z) und w(z,0)= Z ? - By, - sinnlﬂ = U(x)
n=1

n=1
Die Losungsmethode ist also: Man entwickelt die gegebenen Funktionen ® und V¥ in Fouriersche
Sinusreihen (Abschnitt 13.3) und setzt die Koeffizienten A,, und B, in (17.8) ein.
17.6.2 Diffusionsgleichung, Dirichlet-Bedingung
Wir betrachten die homogene Gleichung

U =k - Ugy 0<z<l,0<t<oo (17.9)
u(0,t) = u(l,t) =0 (17.10)

unter der Anfangsbedingung u(z,0) = ¥(x).
Wie in (17.6.1) trennen wir die Variablen: u(z,t) = X (x) - T'(t) und erhalten:
1.7 _ X"(x)
kTt  X(x)

=-A (A konstant)

T geniigt also der Gleichung 7" = —A\kT = T(t) = A-e .
Fiir X gelten wie in (17.6.1)

X"+ XX =0, X0)=X(0)=0 = A >0, wie in (17.6.1)
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Wegen der Gestalt von T'(¢) erhalten wir, dass die Funktion

o0}
nm 2
u(et) =Y Ay e ()M gin 25
n=1

Losung der Diffusionsgleichung ist. Sie erfiillt genau dann die Anfangsbedingung, wenn
= nmwx
U(x) = Ay - sin ——
(x) nEZI n - sin—

Bemerkung: tlim u(z,t) = 0.
—00

Physikalische Interpretation: Diffundierende Substanz in einer R6hre der Lénge [, deren

beiden Enden in einen sehr grofen, leeren Behélter miinden. Dann ist die Konzentration u(x, t)

an jedem Ende 0. tlim u(z,t) = 0: die Substanz wird nach und nach in den Behélter entleert.
— 00
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