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5.4 Systembeschreibung im Bildbereich
5.4.1 Lo6sung der Zustandsgleichungen
Gleichungen aus 5.3.1:

2(t)=A-z(t)+ B - x(t)

Zustandsgleichungen eines linearen Systems
y(t)=C-z(t)+ D - x(t)

L-Transformation der ersten Gleichung: £{z(t)} = Z(s), L{z(t)} = X (s),
Anfangszustand z(0) = z(+0).

216) = 20) = 4. 2(0) 4 B X
s Z( ) Z(s) = B- X(s) + z(0)
(s - E— A) Z(s) = ( )+ B-X(s)
= Z)=(s-E—-A) 120+ (s-E-A)~'-B-X(s)
—_———
®(s)
®(s): Fundamentalmatriz im Bildbereich
L-Transformation der zweiten Gleichung mit L{y(t)} = Y (s):
Y(s)=C-Z(s)+ D - X(s)
Z(s) einsetzen:

Y(s)=C-®(s)-2(0)+ [C-(S-E—A)"" B+ D] -X(s)

G(s)
G(s): Ubertragungsmatriz
Y(s)=C-®(s)-2(0) + G(s)- X(s) Input-Output-Gleichung im Bildbereich
Inverse Laplace-Transformation:
t
y(t) =C - o(t) - z(0) + /g(t —7)-x(r)dr Input-Output-Gleichung im Zeitbereich
0

freie Ausgabe erzwungene Ausgabe

©(t): Fundamentalmatrix im Zeitbereich
g(t): Gewichtsmatrix

Hierbei gilt:
1. ot) = L7®(s)} = e (Exponentialmatrix)
Beweis: Es ist zu zeigen, da8 L{e4!} = (s- E — A)~!
At A2 A3
ot o

A3 -2 A A%
pt)=A+ A%t + o -~-:A-<E+1+ o +>

o(t) =et = F + insbes: ¢(0) =0

=A- (1)



s-@(s)—&zA-@(s) = (s-E—A)-®s)=EFE = &)= (s-E—A)""
E

2. g(t) = L7HG(s)} = L7HC - B(s)- B+ D} = C-p(t)- B+ D-5(t)

Wichtiger Sonderfall: System im Nullzustand, z(0) = 0, 0) = 0
Il =m =1 — nur ein Ein- und Ausgang. X(s) 2(0) = OY(S)
x(t) g(t) y(t)
Y(s) = G(s) - X(s) )
. G(s): Ubertragungsfunktion
y(t) = /g(t —7)x(T)dr g(t): Gewichtsfunktion
0
Veranschaulichung:
5(t) g(t)
2(0) =0
o(t) — — g(t)
! . g(t) | N
t t

Y(s) = G(s)- X(s) = G(s) - L{o(O)} =1, y(t) = g(¢)

Folgerung: Die Gewichtsfunktion g ist die Reaktion des Systems auf das Impulssignal §(¢)
und heif3t deshalb auch Impulsantwort.

Ist die Reaktion des Systems auf das Impulssignal bekannt, d.h. ist g(¢) gegeben, kann die
Reaktion des Systems auf ein beliebiges Eingangssignal x(¢) berechnet werden:

y(t) = (g 2)(t)

5.4.2 Ubertragungsfunktion
Es gelte weiterhin: z(0) =0, 1 =m = 1.

Ermittlung von G(s)
1. Aus Zustandsgleichungen: G(s) =C - (s- E — A)™' - B+ D.

Y (s) _ L{Wirkung}
X(s)  L{Ursache}

3. Aus der Differentialgleichung (dem Blockschaltbild aus 5.3.2):

2. Aus Eingabe und Ausgabe: G(s) =

e L der Gleichungen (1) bis (n + 1).

e 21(0) =2(0) =...=2,(0)=0

e 21(s), z2(s), ... schrittweise durch Einsetzen eliminieren
Y

e Abschlieflend umordnen zu G(s) = () :
X(s)

ans " + apn_1s~ D 4+ pasT +ag

G =
=) bps™™ +bp_1s~ (D 4 bysTl 41

(bo=1)



Ergebnis:

DGL G(s)

\ /

kanonische Realisierung (Blockschaltbild)

ans ™™ + an_15~ " 4 fapsT! +ag _aptapyd+---+ a1s" ! 4 ags™

G(s) = -
(S) bns_”—i—bn_ls—("—l) —}—..-—|-b13—1 +1 bn+bn_18+"'+b18n_1 + 1™
— / — / “ e e e —_—
=aqag- (s = 51')(s = 52') (5= 5n) s;’ + Nullstellen, o s; . Polstellen, x
(s—s1)(s—s2) (s — sn)

Darstellung zweckmiiflig in Pol-Nullstellen-Plan (PN-Plan)

Im(s)
o e Pole und Nullstellen reell oder paarweise konjugiert
o komplex
x (2) . e konnen auch mehrfach sein
X Re(s)
) e aus PN-Plan kénnen wichtige Systemeigenschaften ab-
o gelesen werden (z.B. Stabilitét)

5.4.3 Verallgemeinerte symbolische Methode

Ziel: Berechnungen von G(s) fiir lineare RLC-Netzwerke

Allgemeiner Netzwerkzweig

> Z(t)z] MM { } < Voraussetzung: Fiir ¢t < 0 sei:
ue(t) =0, UC’(O) =0, ,LL(O) = 0.

L-Transformation:

U(s)—I(S)-R#—L-(s-[(s)—w)—i-é-1s-I(3)+Ue(s)
0

= <R+3.L+S.1C>J A(s) + Ue(s)

Zweigimpedanz Z(s)



Symbolischer Netzwerkzweig

u(t)
Zuordnungen:
] R i) —  I(s) Damit ge'lten Regeln, wie im Gleichstrom-
netzwerk:
—— u(t) —  Uls)

e Spannungsteilerregel

4”7 C we(t) — Uds) e Stromteilerregel

e Zweipoltheorie etc.

Beispiel: Ubertragung eines Rechteckimpulses iiber einen Tiefpass

l R L
e i
Ui(s) 1 Us(s)
o ———— () D CF 55 | watt)

0 to t

Nebenbedingung;: (%)2 < 7= (s. weiter unten)

1. Berechnung von Uj(s)

1o ur(t) = ug - L(t) —uo - (t — to)
—_——— Y——
— X - © X
to Uy U
_ Y0 0 —st
— g X = Ui(s) = Pl oo

2. Berechnung von G(s): Spannungsteilerregel

Ui(s) el 1

G =6 R+sL+ L s2LC+sRO+1

3. Berechnung von Ux(s)

B B 1 U, 1 Uo o
UQ(S) = G(S) . Ul(s) = 2LC TSRO 11 . ? — 210 TSRO+ 1 . ? -e
F(S) F(s)
4. Berechnung von £ 1{F(s)}
Uo Uo 1

F(s) =

sLC (s2+s% + 1) ZE.S'(S—SH(S—SQ)

4



wit sy = &+ /() ~ 2o

Abkiirzungen: % = 0y, (%) — % =wp, 812 = —00 * jwo
LTYF(s)) = ZRGS (F(s)-€")=> Res Yo ! -est
s=0 | LC' s-(s—s1)(s— s2)
51/2
Uy 1 esit es2t
= + : konj. kompl.
LC |s1-s2  si1(s1—s2) sa2(s2— 31)] S ! P
Uy 1 esit
-0 2Re | ———— d =2R
e [31~32+ e <31(31—32)>} az+ zx e(z)
r 2 e—aot+jw0t 1
=Up |1+ — " R ; . —=LC
0 | LC ¢ ((—Uo + jwo) - 2]w0>} 5189

r 1 e—a’ot . ejwot
—Up[l—— Re S %
0 LC ¢ ((on+W0)~wo>:|

L woLC o
=Up _1 — i -Re <6jwot—arctan Z‘(J)>:|
| woVLC
- €7o-ot GO):|
=Uo |1~ - cos | wot — arctan —
’ L wom 0 wo

5. Berechnung von uz(t) (Verschiebungssatz)

i e—aot 6jw0t 1
=Up |1— ‘Re | — - Voo +w = —
6] arctan o

t>0

—oot
ua(t) = Uy [1 S - COoS <w0t — arctan UO)] - 1(¢)

wovV LC

e*UOt
— Uy [1 — - COS <w0t — arctan —

JO)] - 1(t — to)

wo

wovV LC

u9 (t)‘

Upl- -\ ey -

/\v
to\J t

5.4.4 Stationidrer und fliichtiger Vorgang

Sta(t)

wo

VLC

| N /\ / . x(t) —

N2V

2(0) =0
g(t), G(s)

Komplexe Amplituden: X = X - elve X* = X e ive



b0 | <)

. (ejwotﬂcpx + e—ont—wa)

= Z Res]...]+ Z Res|. . ]

s;=Pole von G(s) s=%jwo

Fliichtiger Vorgang g;(t) Stationdrer Vorgang yst(t)

A

Pole von G(s) | JTm (s) Fliichtiger Vorgang: tlirgo yre(t) = 0 wegen Re(s;) <0
Xx jwo = Stabiles System, vgl. 5.5.1
X
- Stationdrer Vorgang:
XX Re (s) 1/ X X*
—Jjwo t) = R, _ = = e . st
. wil) = 3 Res |5 (S ) a e
s=jwo
s=—jwo

—_

[\

(X- G(jwo) - elwot 4 X+ G(—jwo) - e_jwot) _ ; -9 Re (K - G(jwo) - ejwot)

= Re ()? el |G (jwo)| - eJ arg G(jwo) ejwot)

- X. |G (jwo)| - cos (wot + s + arg G(jwop))

Im eingeschwungenen (stationdren) Fall erscheint als Systemreaktion

yst(t) =Y - cos(wot + py)

~

mit ¥ = X - |G(jwo)| and @, = @, + arg G(jwo)

Anwendung: Wechselstromlehre

Beispiel:

u(t) % L y(t)

Ergebnis:

R i)

~

z(t) < u(t) = U - cos(wot + )
sia(t) =7

Ansatz: i(t) = T cos(wot + ¢i)
I(s) 1 N 1
U(s) R+ sL " R+ jwl

. 1 . woL
G(jwo)| = , argG(jwy) = —arctan ——
|G (jwo) R (jwo)

~ 1

~ woL
1=U- , ;= — arctan —
B2 1 (ionl)? Gool)? Pi = Pu R

G(s) =

. [/j UJOL
i(t) = wot + ¢, — arctan —

+ COS
VR? + (jwoL)? R




5.4.5 Frequenzcharakteristiken

Es sei wy = w variabel.

Definitionen:

1. G(jw) heifit komplezer Frequenzgang des linearen Systems. Schreibweise auch G(w), Be-
zeichnung auch Ubertragungsfunktion. Die Darstellung von G(jw) in der komplexen Ebene
heifit Ortskurve.

2. |G(jw)| = £ = A(w) heifit Amplitudenfrequenzgang.

=)

3. arg G(jw) = vy — vz = p(w) heilt Phasenfrequenzganyg.

4. a(w) = —log A(w) heifit Dampfungsmaf$ in Neper,
a(w) = —20 lg A(w) heiBt Dédmpfungsmaf in Dezibel,
b(w) = —p(w) heifit Phasenmaf.

Beispiel: ?\Oo Im(s)
s+3 %
“)=arsra - Rl
B s+3 x
(5435 (1+5v3)) (s+3(1-35v3))
~ Jw+3 . w?+9 .
= = A = _— =
Glw) = —3 o1 |G(jw)| = A(w) (e p(w) = arg G(jw)
N y y
Im G (jw) Aw) p(w)
w=00 ::) _ w
w=0 \ReG(jw) 3
X —27T ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
w
Einteilung nach A(w)
Aw) Aw) Aw) Aw)
w w w w
Tiefpass Hochpass Bandpass Bandsperre

'\Os ‘Im(s) Jlm(s) ’\Oj ‘Im(s) X.O %Im(s)
X

Re(s) ﬁ% Re(;)

Re(;) Re(s) %



5.5 Systemeigenschaften und Klassifizierung

5.5.1 Stabilitat

ko
kqt-

—ky
—ko

Definition: Ein zeitkontinuierliches System heifit stabil, falls
)| <k = [y@) <k,  (£20)

genauer: BIBO-Stabilitéit (bounded input - bounded output).

Voraussetzung
1) |z(t)| beschrankt = X (s) hat keine singuléren Stellen mit Re (s) > 0.

2) Y(s) = G(s) - X(s) sei rational in s und verschwinde im Unendlichen

Dann gilt: y(t) = LY (s)} = > Res[G(s) - X(s) - e*]

Folgerung
— Das System ist stabil, wenn fiir alle Pole s; von G(s) gilt: Re (s;) <0
— Das System ist instabil, wenn fiir mindestens einen Pol s; von G(s) gilt: Re (s;) > 0

ags" +a18" M 4+ an15+ay
s+ bysh L +...+b,_15+b, < charakteristisches Polynom des Systems

Aus 5.4.2: G(s) =

Kriterium: Hat das charakteristische Polynom nur Nullstellen mit negativem Realteil, ist das
System stabil. Dann heiflit das Polynom HURwITZ-Polynom.

5.5.2 Stabilitéitskriterien
a) Hurwitz-Kriterium
Ein reellwertiges Polynom (mit b; > 0,43 =0, ..., n)!
f(s) =bos" + bis" '+ ...+ by15+ by

hat genau dann nur Nullstellen mit negativem Realteil, wenn die Abschnittsdeterminanten D;

(j =1, ..., n) der folgenden Determinate D positiv sind.

b by b5 br Dy=b >0

bo by by bg

0 b bg by --- Dy = by bs >0

D10 by by by - by b2

0 0 b by --- by by bs

0 0 by by --- D3=bgp by b4 >0
S 0 by b3

!Folgerung: Ein Polynom mit welchselnden Vorzeichen kann kein HURWITZ-Polynom sein



Beispiel: Welchen Wert darf v annehmen, so dafl das System stabil bleibt?

(t)o— ‘ ‘
J J )Jr\ J

2y(t)
Ablesen der Ubertragungsfunktion nach 5.4.2:

1-s234+1-524+1-5141 s+ s24+s1+1

T 105342 s2+v-s1+1 $3tv-s2+2-s+ 10
=by=1,by=v,by =2 b3 =10

G(s)

Abschnittsdeterminaten:

D1251:U>0

b1 b3
bo b9

v 10

Dy = 1 2

'z2v—10>0 = v >

b1 bg b5 v 10 0
Ds=1|byg by bgyl=1|1 2 3|=10-Dy>0 (erfﬁllt)
0 bl bg 0 wv 10

b) Routh-Kriterium

Vermeidet die Auswertung grofler Determinanten durch Berechnung eines Koeffizientenschemas.

bn bn72 bn74 tee bo oder b1 0 b
bp-1 bp-3 bps - bpoder0 O Erste Zeile: T; = b—” By =by_o—T; by_3,
B By By - 0 0 n—1
By =by_q—T, by .
c, Oy Cs 0 0 2 n—4 1 Op—5 USW
. . . . by
: Zweite Zeile: T = %1, Oy =by_3—Ts Bo,
K 0 0 0 0 1
Co =b,,_5 — Ty - B3 usw.
L, 0 0 0 0 27 On=h A2t B AW

Satz: Samtliche Nullstellen des charakteristischen Polynoms haben genau dann negative Re-
alteile, wenn gilt:

a) Alle Koeffizienten b; sind positiv

b) Samtliche Koeffizienten By, C1, ..., Ki, L1 des Routh-Schemas sind positiv

Beispiel: (Fortsetzung)

10 v O
2 10 A .

=5 00 T =5 Stabilitédtsbedingung: v —5>0<| v > 5
100 Th= 2



c) Ortskurvenkriterium
Gegeben: charakteristisches Polynom des Systems: f(s)

Kriterium: Durchliuft die Ortskurve von f(jw) fir 0 < w < oo genau n Quadranten im
mathematisch positiven Sinn, ist das System stabil (n: Grad von f(s)).

Beispiel: n =4

A

Im(f(jw)) stabil

instabil
w=20

Re(f(jw))

)

— OO

5.5.3 Allpass und Mindestphasensystem

Definition: Ein zeitkontinuierliches System heifit Allpass tm(s) = w
(AP), wenn |G(jw)| =1 (w € R). X o
: f(—S) o .
Allgemeine Form: G(s) = &) Re(s) =0
X o
= Pole und Nullstellen spiegelbildlich zur imaginiren Achse.
Beispiel: (dhnlich wie Ubungsaufgabe 5.19)
L fw
o Y \ ° G(s)— U2<8> . R_SL
U, (8) "R + sL
ul®)| g R |%2® R? + (wL)? -& I
GGw)] = -1 z z
' — VR?+ (wL)?
L

Definition: Ein stabiles System, dessen Ubertragungsfunktion G keine Nullstellen s; mit
Re (s;) > 0 hat, heifit Mindestphasensystem (MPS).

Schaltungsbeispiel

R sRC Im s
UL (t) R D Us (t) +

1 ‘ Res

Satz: Die Ubertragungsfunktion G eines beliebigen linearen, zeitkontinuierlichen Systems &8t

sich in der Form G(s) = Ga(s) - Gp(s) darstellen, wobei gilt: G(s)

G 4(s) Ubertragungsfunktion eines Allpasses Ga(s) G (s)

Gr(s) Ubertragungsfunktion eines MPS Riickkopplungsfreie
Kettenschaltung

10



Beispiel

Aufgabe: Berechnung von G(s) aus A(w) = |G(s)| bzw. a(w) — Filterentwurf.
Nichteindeutig 16sbar, da G1(s) und Ga(s) gleiches A(w) haben, wenn

Ga(s) = Gi(s) - Gals) = [Ga(jw)| = [G1(jw)| - |Galjw)| = Aw)
1

Aber: Fiir MPS ist Berechnung von G(s) aus A(w) eindeutig. Dann ist auch b(w) eindeutig mit
bestimmt. Der Zusammenhang zwischen a(w) und b(w) lautet:

1 oo
b(w) = — / a(wo) dwy (Hilbert Transformation)
) wo—w

11



Teil 3: Zeitdiskrete Systeme

6 Zeitdiskrete Signale und Systeme

6.1 Signalbeschreibung im Zeitbereich
6.1.1 Zeitdiskrete Signale
Zeitskala: TCZ=1{...,-2,-1,0,1,2, ...}
Sonderfille: T'=7Z, T = Ny

Alphabet: X C C, wichtiger Sonderfall: X =R
Definition: Ein zeitdiskretes Signal ist eine Abbildung = : T — X, bei der jedem Zeitpunkt
k € T ein Signalwert x(k) zugeordnet ist.
Darstellung

a) als Folge z = (..., z(—2), z(—1), z(0), z(1), z(2), ...)

) ak 1>0
b) analytisch, z.B. z(k) = { 0 sonst
c) grafisch:
2 (k)]
[ I I T T ¢ o & >
k
6.1.2 Spezielle Signale

1 k=0 ok)

a) Impulssignal z(k) =d0(k) = { 0 k ; 0 !
k

1 k>0

b) Sprungsignal x(k) =1(k) = { 0 k<0

12



Signaloperationen

Einstellige Signaloperationen
()] (k)|
a) Skalarmultiplikation y(k) = a-xz(k) | { : I { ]
+ + + + + #k; k;
A A
y=s"-x, dh. o (k) y(k)
b) Translation
| oy =ate-mfply |l
k n k
c¢) Vorwirtsdifferenz y=Ax: ylk)=xz(k+1) —x(k)
d) Riickwértsdifferenz y=Vuz: ylk)=zk)—xzk-1)
k
y=Xa: k)= 3 ()

e) Summation

Zweistellige Operationen
y=z1+mx2: y(k)

a) Signaladdition
b) Signalmultiplikation y=x1-x2: y(k)=2x1(k)- z2(k)
y=mxixxa: ylk)= > zi1(i)xa(k—i)= > z1(k—i)xa(i)
— 00

1=—00

c) (diskrete) Faltung

Sonderfall: , kausale Signale“ (x1 = x9 = 0 fiir k£ < 0):

= > x1(k — i)z2(i)

vk = (@0 22)(F) = 3

Veranschaulichung der Faltung
y(k) = x1(k) - 22(0) + x1(k—1) - 22(1) + z1(k —2) - 22(2) + - - - + x1(1) - x2(k — 1) + 21(0) - z2(k)

<—’ x1(0) z1(1) z1(2) ---

. .’EQ(Q) .’Eg(l) .TQ(O) ‘—>

Fir £ = 2: y(2) = 21(0) - 22(2) + x1(1) - x2(1) + 21(2) - 22(0)
| 21(0) 21(1) 21(2) 21(3) -

- x2(3) w2(2) wa(1) 22(0) |

13



6.2 Statische zeitdiskrete Systeme
6.2.1 Elementarsysteme

Grundbausteine: (analog zu 4.2.1)

Signalabbildung Gleichung Schaltsymbol Bezeichnung

i

Skalarmultiplikation | y(k) = a - z(k), a € R | z(k) y(k) | Verstérker

1 (k)
Signaladdition y(k) = z1(k) + x2(k) }y(lﬂ) Verstérker
2 (k)

Signalmultiplikation | y(k) = x1(k) + z2(k) 9618;?; x —y(k) | Multiplizierglied
) o]
Sonderfall y(k) = [z(k)]" x(k) —(...)"—y(k) | Potenzierglied

Zusammenschaltung(Beispiel)

.’El(k})c a Oyl(k)
(-.)? b y2(k)
(k) (.. )2 % c ya (k)
yi(k) = a-z1(k) = fi(z1(k), z2(k))
ya(k) = b- 21’ (k) + ¢ 1 (k) - 2% (k) = fa(z1(k), 22(k))
y3(k) = c- a1 (k) - 22°(k) = fi(z1(k), z2(k))
x1(ky— ——y1(k)
O ——nk $:R? - R
wo(kp——r ——ys(k)
6.2.2 Alphabetabbildung
Verallgemeinerung
z1 (k) o— —— y1(t)

xo(k) o—r . k
o (k) 2:() : ) : ny) y(k)

(k) — e y(b)

14



Definitionen:

z1(k)
a) Eingangsalphabet X = R!, Buchstaben (Signalwerte) x(k) = : eX
zi(k)
y1(k)
b) Ausgabealphabet Y = R™, Buchstaben (Signalwerte) y(k) = : ey
Ym (k)
c¢) Alphabetabbildung ® : Rl — R™, ®(X(k)) = g(k)
d) Abstraktes statisches System (X,Y, ®)
X o Y
Beachte Analogie zu zeitkontinuierlichen Systemen!
e) I-dimensionales Eingabesignal z : T — X mit X = R
(- @1(=1), 21(0), 1(1), 21(2), ...) T
(- w2(=1), 22(0), 22(1), 22(2), ...) 7]
f) m-dimensionmales Ausgabesignal: y : T'— Y mit Y = R™. (y = ... analog)

g) Signalrdume
X*=XT  Eingabesignalraum (Menge aller Eingabesignale)
Y*=Y7T  Ausgabesignalraum (Menge aller Ausgabesignale)

h) Signalabbildung: ® : X* — Y™.

Fiir ein statisches System gilt: y(k) = ®(z(k))

6.3 Dynamische zeitdiskrete Systeme
6.3.1 Zustandsbeschreibung

Zu den in 6.2.1 betrachteten Elementarsystemen kommt der Speicher S:

(k)

s+ S W)

15



Zusammenschaltung (Beispiel):

Hfl(k)% 4 ‘ y1(k)
z1(k) A/J\ z2(k+1)

Z1(k‘+1) Zg(k)

wa(k) + S S (-..)? y2 (k)
X ) =t
z3(k)e \\T/
21(k+1) = xa(k) + 21(k) - [xg(k:) — 110,222(/5)} y1(k) =4 - z1(k)
2o(k+1) = z1(k) +4-21(k) ya (k) = 2% (k)

x1(k) k+1
Es sei 2(0) = <3> und z(k) = :c;(k:) = | —3k% | - 1(k).
g 23 (k) ok

Gesucht: y(k) fir £ >0

Verallgemeinerung

k 0 1 2

21 (k) | 1 9 ... a) Zustandsalphabet Z = R"

.1'2(]6) 0 -3 - 21 (k‘)

z3(k) | 1 2 Zustand z(k) = : €z

z1(k) | 3 —45 --- 2n(k)

z(k) | 0 7 .- "

yi(k) | 4 8 .- b) n-dimensionales Zustandssignal z : T'— Z mit Z = R"

c¢) Abstraktes dynamisches System (X, Y, Z, f, g) mit:

fiZxX—Z  z(k+1)= f(z(k),z(k)) Uberfithrungsfunktion
g:ZxX—Y, y(k) = f(z(k), z(k)) Ergebnisfunktion

6.3.2 Lineares zeitdiskretes System 1. Ordnung

eyt DD § e e

2(k+1) = f(z(k), x(k)) =a-z(k) + b-x(k) f und g sind lineare Funktionen
y(k) = g(z(k), x(k)) = c- z(k) + d - x(k)

Gegeben: z(0) und z(k) fiir k£ <0, gesucht: y(k) fiir £ > 0.
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= 22)=a-z(1)+b-2(1) =a®- 2(0) + ab- z(0) + b - z(1)
=2 2(3)=a-2(2) +b-2(2) =a®-2(0) +a®-z(0) + ab-z(1) + b z(2)
k—1
2(k) = d* - 2(0) + Z b- a1 (h)
1=0

k—1
y(k) =c-z2(k) =d-z(k) = c-a* - 2(0)+ > _cb-a* " 1a(i) + d - (k)
=0

freie Ausgabe erzwungene Ausgabe

Sonderfall: Autonomes System: xz(k) = 0 fiir alle k, es sei ¢ = 1.

y(k) = z(k) = a* - 2(0)

0 < a < 1: fallende Ausgabe, a = 1: konstante Ausgabe, 1 < a < oo : steigende Ausgabe

6.3.3 Nichtlineares zeitdiskretes System 1. Ordnung

Autonomes Beispiel-System:

z(k)

(- A

Zustandsgleichungen: z(k+1) = X- [z2(k) — 2%(k)], y(k) = z(k)

Typische Frage: Existenz von Fixpunkten, d.h. z(k + 1) = z(k).

z(k) =0 (1. Fixpunkt)

2(k) = X-[z(k) = 2%(k)] = 2(k)y=1-1 (2. Fixpunkt)

Verhaltensformeln fiir A > 0 und 2(0) = 0,2:

FallI: 0< )\ <1

z(k)
0.2 z(k) strebt gegen z = 0 fiir k — oo
0,128 (1. Fixpunkt)
} [ T T ! hd (] >
1 2 3 4 5 6 7 k

k
z(k) -
[ N S — z(k) strebt gegen 1 — 3 fiir k — oo
0.2 ‘ (2. Fixpunkt)
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Fall IIT: 3 <A <146

z(k)

z(k) pendelt fiir & — oo zwischen zwei
——————————————————————————————————— Werten ,,Periodenverdopplung®.

o2 |\ ]|

Fiir k£ — oo gilt also: z(k + 2) = z(k).

2(k) = X~ [A(z(k) = 2%(k)) = X*(z(k) — 2°(k))?]
= 4 Losungen: z(k) =0, 2(k)=1—1, z(k) =3 (1+3) £ HxVA2—2X1 -3

Fall IV: 1+ v6 < XA < Ao = 3,56995. ..
Fiir £ — oo pendelt z(k) zwischen 4, 8, 16, ... (mit steigendem \) Werten.

Fall V: A > Ao

z(k) zeigt fiir k — oo ,,chaotisches* Verhalten.
Zusammenfassung

A 1 1 [
0 FallT | FalTl  TTH V

Wi
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7 Lineare zeitdiskrete Systeme

7.1 Signalbeschreibung im Bildbereich

7.1.1 Z-Transformation

Sei X* die Menge aller zeitdiskreten Signale. Wir betrachten X.* < X*. Es gelte x € X.*, wenn
a) fiir k <0 gilt: (k) =0

b) fiir k > 0 gilt: |z(k)| < M - ek

Satz: Fiir jedes zeitdiskrete Signal x € X.* lisst sich eine Laurent-Reihe wie folgt angeben:

X(Z):im(k)'zk:x(OHx(Zm+x£3)+xz(§)+m7 ec
k=0

Kovergenzgebiet (siehe Funktionentheorie): Cp = {z ‘ |z2| >R = ec}
X (z) stellt im Konvergenzgebiet Cg eine reguléire (analytische, holomorphe) Funktion der kom-
plexen Variablen z dar.

Beispiele

1. Impulssignal

xw):{l o o)
X(2) =S ak) 2 = a(0) 20 =1 b
k=0

2. Sprungsignal

1 k>0

x(k>_l("’)_{o k<0

1 1 1 z .. k

X(z)—l—#—;—i—;—i—‘”—l_%—z_lfur]z\>1
3. Beispiel
(k)
z(k) = a* - 1(k)
a a®> ad 1 z
(2) +z+22+z3+ 1-2 z-a

Weitere Korrespondenzen: — Ubungsheft.
Frage: Wie kann z(k) aus X (z) bestimmt werden?
Satz: Jedes zeitdiskrete Signal x € X.* lasst sich als folgendes komplexe Integral darstellen:

z(k) = ;j%){(z)zkl dz (k=0,1,2,...)
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Beweis: X (2)2F71 = 2(0)2F 1 + 2(1)2F 2 4+ 2(2)2F 3 + - ..
1
w(k) = 5 f[X(O)z“ +2(1)2F 2+ 2(2)2F 2 4
)
C

vtk =12+ a(k): T ok 4+ 1)+ ] dz

Aus Funktionentheorie (Cauchy-Integral-Theorem):

j{ dz {27rj n=1
(z—2z)* | O n#1

C
27j
Zusammenfassung

Zu jedem Signal x € X.* existiert eine bijektive
o Abbildung mit den Zuordnungen x — X bzw.

X — .
X ok Diese Abbildung heifit z-Transformation bzw.

Xe Xe

inverse z-Transformation.
Symbolik: X(z) = Z(z(k)) oder z(k)o—eX(z), x(k)= Z"1(X(z)) oder X (z)e—ox(k)
Transformationsgleichungen:

X(2) = Z(z(k) =Y _wx(k)z"!

k=0

z(k) = 274X (2) = 271r] 7{X(z)zk_1
c

Terminologie:
T Originalsignal
X Bildsignal oder z-Transformierte von x

X  Originalbereich
X Bildbereich, X, = {X |z(z) = Z(z(k)),z € X.*} (Menge aller
z-Transformationen)

7.1.2 Rechenregeln der z-Transformation

a) Linearitét

Z(azy(k) + Bra(k) = Y (axi(k) + Bra(k)zF = axi(k)z™ + > Baa(k)z!
k=0 k=0

k=0
= az:cl(k:)z_l + ﬁz 2 = aXi(2) + Xa2(2)
k=0 k=0

— z-Transformation ist eine lineare Transformation
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b) Verschiebungssatz 1 (Rechtsverschiebung)

Z(y(k) = Zal—m) =S alk—m)=* (k) y()
P . . .
= i x(k — m)z_l“C ‘m .k
k=m

Substitution: k —m =k, k=k'" +m

= (k) F N = N a ()2 = 22 (w(k) = 2 "X (2)
k'=0

!

x
I
=

Vgl.: Zeitkontinuierlich: um 7 nach rechts verschoben — Multiplikation mit e~J7

c) Verschiebungssatz 2 (Linksverschiebung)

k=0
= Z x(k/) _(k;/_m)
k'=m
m—1 m—1
—m (Z 2Kz + > a(k)F
k' =m k=0
X(2)

d) Vorwirtsdifferenz

Z(a(k+1) - a(k)) = ki)(x(k +1) — (k) = ki)x(k 1)k =S (k)
= = k=0

Substitution: ¥ = k+ 1, k=k"—1

= > a(W)zFH = 2(X(2) - 2(0) - X(2) = (= = 1)(X(2) — 22(0))
k'=1

e) Riickwirtsdifferenz
Z(x(k) —a(k - 1)), X(z)=(1-2"")X(2)
Weitere Rechenregeln — Heft S. 58
Grenzwertsitze
1. z(0) = Zlingo X(z) (vgl. Definition der z-Transformation)

2. Falls klim z(k) = A existiert, gilt auch lirri(z -1)X(z)=A
—00 Z—
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7.1.3 Inverse z-Transformation

3 Methoden:

a) Polynomdivision: Gegeben sei X (z) als rationale Funktion

ap+arz t+az 24+ Fapmz™

X =
B = T b T T b T by
0 0 0
—(ap + %3512_1 + %3622_2 +--0) el Y

(al — %b1> 271 + (CLQ — %b1> 272 + -

Mit z-Transformation: X(z) = > z(k)- 2k = z(0) + ()2 +2(2)z72 + - -

Durch Koeffizientenvergleich: |  x(k) = ¢

3 2143272
Beispiel: X(z) = ZZ;; 1= Zl ——tlz: = (2714327 (1-4rH=21432244273

b) Rekursionsformel: Es sei by = 1. Dann gilt die Rekursionsformel

k
x(k) =cp =ar — Zbi S Cl_g
i=1

27143272

Beispiel: X(z) = L2
—4z

ag=0,a1 =1,a3 =3,a; =0 (i>2), boZl,blzo,b2:—4,bj:0 (j>2)

7.1.4 c) Residuenmethode

— 1 -k _ k—1
(k) = o] fX(z) 2 Vdz = ZZZ Res [X(z) z ]
2; ...singulire Stellen von X (z) - zF~!
Falls z; ein m-facher Pol ist:
1 dm=1)
L k-1 RRE L k=1 _.\m
e [X() 4] (m—1) A g X s
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Falls z; ein einfacher Pol ist (m = 1):

Res [X(z) : zk_l] = lim [X(z) 2P (2 - Zz):|

z=2z; z—2z;

. . Z+3 Z+3
Beispiel: X(z) = 24 (z+2)(z—2)

=Y Res [X(2) 2571 =3 Res [zz—;;?)z—%}

NB: 21 liefert zusitzliche Polstelle fiir den Fall k& = 0.

z+3 5 1 3
Fall £k =0: z(0) = Res ————————=-+-—-—-=0
a 20)= 2 Res o9 5 T8 1
z=0
Eventuell einfacher mit Grenzwertsatz: z(0) = lim X (z) = lim 22t34 =0
zZ—00 zZ— 00
Fall k=1,2, ...
1
Z Res & - §2k—1 — Z(=2)F!
=, (z+2)(z—2) 4 4
z=0
Zusammenfassung:

Vorteil: Geschlossene Losung.

7.2 Systembeschreibung im Zeitbereich
7.2.1 Zustandsgleichungen

r1(k) — lineares —— y1(k)
wa(k) ——  zeitdiskretes [—— y2(k)
. System : :

21(B) e 21 (R)s oy 2n(k) e yn(R)

Zl(k + 1) = fl[zl(k)v SO zn(k)v $1(k)7 SRR xl(k)]
=anz(k)+ -+ amzn(k) + bz (k) + - - + byx(k)

zn(k+1) = fulzi(k), ..., zn(k), z1(k), ..., z1(k)]
= anlzl(k) + -+ amzn(k) + bnlxl(k) + e+ bnll‘l(k‘)

yi(k) = g1lz1(k), .., zn(k), 21(K), ..., zi(K)]
=cnz1(k) + - +cinzn(k) + d11$1(7€) + -4 dyx (k)

ym (k) = gm[21(k), ..., zn(k), 21(k), ..., z1(k)]
= cnlzl(k) + -+ c,mzn( ) +d 1.%1(]’6) + -+ dnlxl(k)
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In Matrizenform

z1(k) z1(k) yi(k) aip -+ GIn
k)= | =B = | oy =] |, A=

Zn(k) xl(k) ym(k) Gp1 -+ Qpp

bin -+ b €11 ot Cin din - dip
B = , C= , D=
bpi <+ ban Cnl *°° Cpn dp1 -+ dpn
2(k+1)=A-2(k)+ B-z(k) Zustandsgleichungen des linearen zeitdiskreten
y(k) =C - z(k)+ D - xz(k) Systems

7.2.2 Differenzengleichung und Realisierung

Im Weiteren gelte | = m = 1 (aber nach wie vor n Speicher).

Satz: Ein lineares zeitdiskretes dynamisches System (mit [ = m = 1) lisst sich durch eine
Differenzengleichung folgenden Typs beschreiben (a;, b; € R, by = 1):

y(k+n)+biy(k+n—1)+by(k+n—2)+ -+ by_1y(k + 1) + byy(k)
=apx(k+n)+azk+n—1)+ -+ ap_1z(k+ 1) + apz(k)

Beweisskizze:
_ Differenzengleichung
Ansatz (Systemrealisierung) < Zustandsgleichungen
(k)
Qn an-1 al aQ
n(kHl g zn (k) o z1(k+1) g z1(k)
*bn bn_1 _bl
> y(k)

z1(k+1) = 22(k) + a1 - (k) — by - y(k) (1)
za(k +1) = z3(k) + az - x(k) — bz - y(k) (2)
Zn—1(k+1) = zp(k) + apn—1 - (k) — bp—1 - y(k) (n—1)
zn(k+ 1) =ap-z(k) — by - y(k) (n)
y(k) = z1(k) + ao - z(k) (n+1)
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I. Uberfithrung des Ansatzes in die Differenzengleichung. Elimination von zi, ..., 2, wie
folgt:

- in Gleichung (n + 1) wird k& durch k + 1 substituiert und Gleichung (1) eingesetzt
y(k+ 1) = 2(k) + a1 - (k) — by - y(k) + a0 - 2k + 1) (n+2)

- in Gleichung (n + 2) wird k£ durch k + 1 ersetzt und Gleichung (2) eingesetzt

- nach n Schritten sind alle z; substituiert — Differenzengleichung

I1. Uberfiihrung des Ansatzes in die Zustandsgleichungen: Einsetzen von Gleichung (n+ 1) in
die Gleichungen (1), (2), ..., (n): Uberfithrungsgleichung;:

21 (ki + 1) —by 1 0 0 Zl(k) a1 — by - ag
Zz(k + 1) —by 0 1 0 Zg(k‘) as — bs - ag
: = : : : + : x(k)
Zn—1(k+1) —bp—1 0 O 1 Zn—1(k) an—1—"b,_1-aop

zn(k+1) b, 0 O 0 zn (k) an — by, - ap
z1(k)
z2(k) .

y(ky=(1 0 0 --- 0 0) ) + (ao) z(k) Ergebnisgleichung

7.3 Systembeschreibung im Bildbereich
7.3.1 Losung der Zustandsgleichungen
Aus 7.2.1. (mit X (2) = Z{z(k)}, Y(2) = Z{y(k)}, Z(z) = Z{z(k)}):

2(k+1)=A-2(k)+ B-xz(k)
y(k)=C-z(k)+ D - z(k)

z-Transformation der 1. Gleichung: (mit Regel 3, Verschiebungssatz)
2-72(z)—2-2(00=A-Z(z)+ B- X(2)
(zB—A)-Z(z) =2z-2(0)+ B - X(2)
Z(z)=(zE—A)"12(0)+ (zE— A1 B-X(2)
—_————

P(z)

®(z) ...Fundamentalmatrix im Bildbereich

z-Transformation der 2. Gleichung:
Y(2)=C-Z(2)+ D - X(z)
=C-®(2)-2(0)+[C-(2E—-A)"'-B+D]-X(2)
G(z)

G(2). .. Ubertragungsfunktion im Bildbereich

Y(2)=C-®(2)-2(0)+ G(2) - X(2) Input-Output Gleichung im Bildbereich
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Inverse z-Transformation: (Regel 6, Faltungssatz)

k
y(k) =C - p(k) - 2(0) + Zg(k — i) - (i) Input-Output Gleichung im Zeitbereich
1=0
freie glsgabe erzwungene Ausgabe

Anmerkungen

1. (k) heiBt Fundamentalmatriz im Zeitbereich. Es gilt: p(k) = Z=H®(2)} = A*
Beweis: Es ist zu zeigen, dafl Z{AF} = (zE — A)~ 'z
p(k) = AF
ok +1)= A1 = A. Ak = A o(k)

Z: 2®(2)—z2-90)=A4-®(2) mit p(0)=A"=F

(E-A)®(z)=2-F & ®2)=E-A)"1.2.F

2. g(k) heiBt Ubertragungsmatriz im Zeitbereich oder Gewichtsmatriz.

B D k=0
g(k)=Z2 I{G(Z)}:{ CA*-1B k=1.23 ...

Sonderfall fiir [ =m =1, z(0) =0: (System mit einem Ein- und Ausgang im Nullzustand)

X (2) Z%()i)o Y (2) Y(z) =G(z) - X(2) G(z) : Ubertragungsfunktion
k
w(k)—r g(k) ——u(k) y(k) =D glk —i)-a(i) = (g x x)(k)
i=0

y(k) = g(k) - 2(0) + g(k = 1) - (1) + -+ g(0) - 2(k)
g(n)... ,Gewichte“ fiir Eingabesignal = g(k) heifit (diskrete) Gewichtsfunktion des Systems

Veranschaulichung
5(’? y(k)
x(k) = 6(k)——r g(k) ——y(k) k
k k
y(k) = g(k) - z(0) +g(k — 1) - x(1) + -+ g(0) - z(k)
e e gl

= y(k) = g(k), deshalb heifit die Gewichtsfunktion auch Impulsantwort (Reaktion des Systems
auf das Impulssignal §).
7.3.2 Ubertragungsfunktion (I = m = 1)
Wie kann G(z) berechnet werden?
a) aus den Zustandsgleichungen: G(z) =C(z:E —A)"!-B-D

Y(z)
X(2)

b) aus Eingabe X (z) und Ausgabe Y (2): G(z) =
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c¢) aus der Differenzengleichung (nach 7.2.2)
y(k+m)+br-ylk+m—1)+- 4 bp_1-y(k+1)+ by -yk) =
ap-x(k+n)+a-x(k+n—-1)+-+ap_1 -x(k+1)+a, - z(k)

Im Weiteren sei n = m. Nach z-Transformation folgt unter Beachtung der Voraussetzung
2(0) = 0 (System im Nullzustand) der Zusammenhang;:

Y(Z) _ Qn - 27"+ ap_1 - z_(”_l) +---+aj- 5,1 + ag
_X(Z) - bnz_n+bn_lz_(n—1)++blz_1+1

Beispiel: Impulskompression

gegeben: gewiinscht: gesucht:
Schaltung,
x(k x(k
( 1) ( ‘32 Glz) = Y (z)
X(2)
5 k 5 k
= 1 1 1 1 1 3 3
_ ok r 1 1 1 1 _ 3.3
X(z)—kgox(k) r=lt ot Sttt 5 Y=g+
60 - 1O bt 5o

X(z) 142 422428424425 44,241
= a4=3, by =1, by =1, by = 1, die restlichen Glieder fallen heraus:

z(k)

G =T

S S S + S
—b4 _b2
y(k)
Vereinfacht:
(k) S S S S y(k)
—1 -1
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Beachte:

1. Die Realisierung eines linearen zeitdiskreten Systems wird vollstdndig durch die Koeffizi-
enten a;, b; beschrieben

2. Entwurf eines zeitdiskreten Systems bedeutet Bestimmung dieser Koeffizienten (Digitalfil-
terentwurf)

3. Realisierung als Schaltung oder Algorithmus (Regelfall)

Darstellung von G(z): (Pol-Nullstellen-Plan)

anz " a1z b anz T ag a2 a2t ag1z +oag

G(z) = =
(2) bz +byp1z7"H 4 b2+ 1 2V 4 bzn by 12+ by

(z —21)(z —25) (2 — )
(z—2z1)(z—22) (2 — zp)

e Pole und Nullstellen entweder auf reeller Achse oder in konjugiert komplexen Paaren

e Pole und Nullstellen konnen auch mehrfach sein

Beispiel

Im(z)]
° o @
(4) Wichtige Systemeigenschaften sind aus dem PN-Plan

v w )1 Re(z), ablesbar (z.B. Stabilitét).
(2)
O

x(k)]
I
| ‘ H o 2(b)— G(2), g(2) [—y(k) =7
Vorbetrachtung:
zeitkontinuierliches Signal: z(t) = X - cos(wt + )
1 27

Abtastfrequenz: fa= A AT A

k
Abtastzeitpunkte: ty = kAt = I (k=0,1,2,...)

A
Abtastwerte: z(ty) = X - cos(wty, + o) = X - Cos(w;C + o)

A
= X - cos(Qk + ¢p) = (k)

Q= Rl ﬁ Normierte Kreisfrequenz

fa fa 7
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Das Abtasttheorem verlangt f4 > 2f, d.h.

Losung
z(k) = X - cos(QU + ©z) - 1(k)

N =N =

(X.ejﬁk LX* e—ij) C1(k)

z-Transformation 1t. Korrespondenzentabelle (Zeile 10):

X(Z)Zl( SSH & )

2 \z—el? 2 —eI0

Y(z) =G(z)- X(z) inverse z-Transformation:

y(k) = 3" Res [Y(2)241] = 3 Res B( X X >.G(z).zk]

z—elft  z— eI

= Res [---]+ Res [...]
Pole z; 2—eti
von G(z)

Fliichtiger Vorgang Stationdrer Vorgang
yr(k) yst (k)

Fiir den fliichtigen Vorgang yy (k) gilt:
klim ys1(k) =0, wenn alle |2 <1 (stabiles System, vgl. 7.4.1)
—00

Fiir den stationidren Vorgang yy (k) gilt:

1 X X*

z—e 9
= % (&G(ejg)ejij —i—X*G(e*jQ)e*Qk)

Re { Xel#= |G(e??)] - 728G ejﬂk}

=X ’G(ejﬂ)’ - cos (Qk + g + arg G(ejQ))
1% Py
Y

Damit gilt nach hinreichend langer Zeit:

7.3.4 Frequenzcharakteristiken

2 sei nun variabel (0 < Q < 7).

Definitionen

X (eij N AL e_j“"f”) -1(k) (komplexe Amplituden: X = X - e‘p’”)

y(k) =Y - cos(Qk + ©y) mit ¥ = X - |G(e7)| und ¢y = ¢, + arg G(e/)

1. G(e7?): Frequenzgang des linearen zeitdiskreten Systems (Darstellung in der komplexen

Ebene heifit Ortskurve).

. Y
2. Amplitudenfrequenzgang: |G(e7})| = A(Q) = I G(2)-G(z71)
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3. Phasenfrequenzgang: ¢(Q) = ¢, — ¢, = arg G(e/*)

4. a(2) = —In A(Q) Dampfungsmafl in Np
a(Q) = —201log A(R2) Dampfungsmafl in dB
b(Q) = —p(Q) Phasenmafl

Beispiel: PN-Plan, Ortskurve

G(z) = z+15 z+15
222405 (2-0,5(1+74))(z —0,5(1 - j))
eIt 1,5 (cosQ +1,5) 4 jsin {2

G(e’*) =

20 e 05 (cos2Q — cos Q + 0,5) + j(sin 2Q — sin Q)

1 Im(G(e’))

Im(z)
Q="
N R L
15 \jl Re(z) kQ:ﬂ Re(G(ei?))
'y
QO

Amplitudenfrequenzgang:

Y

AQ) =[G = VG(2) - G271

B z+1,5 271 4+1,5
=i \[22—2405 2 2—2"1405

B \/ 325+ 15 (2 +2-1)

2=eif2

B 3,25+ 3 - cos
e V[ 2,25 -3 cos Q + cos 20

2,25 —1,5(z+271)+0,5- (22 + 272)

Phasenfrequenzgang: () = arg G(e7*?)

> -2

T Q

Abschétzung des Amplitudenfrequenzgangs mit der ,,Zeltstangenmethode, entlang des Einheits-
kreises auf dem PN-Plan.
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Einteilung nach A(Q

R A(Q) A(Q)

Tiefpass Hochpass Bandpass Bandsperre

Im(s)

wJ Re(s)

7.4 Systemeigenschaften und Klassifizierung

7.4.1 Stabilitat
Dieses zeitdiskrete System heifit stabil (genau: BIBO-Stabil)

wenn gilt:
z(k)——2(0) = 0 ——y(k) lz(k)| < K1 = |y(k)| < K2
K, Ky endliche positive Konstanten (k =0, 1, ...)
k k
aus 7.3.1: y(k) =Y g(k—iz(i) =Y _g(i)x(k—1)
i=0 =0
Abschétzung:
k k K o0
y(k)l = D g@ak =) <3 1g@)| ok — i) < K1) 9] <Y lg(i)] < k < oo
i=0 i=0 T =0 i—0
_ 71 _ k1) _ ap2" + a2 '+ tap gy
olb) = 27(G(2) = Y Res{G(z) - 1) = Y Res e ]
=Cy- 20 + chzyk
—— L,_/
<oo <oo fiir |zu|<1
Daraus folgt: Das System ist stabil, falls fiir alle Pole z, von G(z) gilt: lzu] < 1

Das System ist instabil, falls fiir wenigstens einen Pol von G(z) gilt: |z, | > 1.
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Beispiel:

)
V2
—8
U1
=12
. . 52 —9
Ubertragungsfunktion: G(z) = 218,112
z z

Pole: z; = —2, z9 = —6 = System ist instabil, da |z1] =2 > 1, [2]| =2 > 1

=26 = ¥ | e

|G+’
z=—6
z=0
k=0: g(0)=0
k> 0: g(k) = B(—6)h1 — (g1
5z — 9 9z —9

Mit v; = —0,12, v = =08 = G(z) = =
1t vy 4 V2 ’ (2) 224082+0,12  (240,2)(z+0,6)

~> Pole: z; = —0,2, z0 = —0,6 = Das System ist stabil, da |z = 0,2 < 1, |z3| = 0,6 < 1.

o0 =26 ={ S oopt a0z kot LBl <K <o

7.5 Allpass und Mindestphasensystem

Definition 1: Ein zeitdiskretes System, fiir welches gilt |G(e/})| = konst., (2 € R) heift
Allpass (AP).

Allgemeine Form von G(z):

= e T
N

Eigenschaft des PN-Planes: Pole und Nullstellen
liegen spiegelbildlich zu |z| = 1, und zwar Pole innerhalb
des Eineitskreises |z| = 1, Nullstellen aulerhalb.
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Beispiel: G(z) =

(k) PN-Plan — Allpass

A(Q) =[G()] = VG(2) - G(z 1)

82 -9(22 4 272)
% - %(z2 +272)

_ \/(z2 —9)(z2-9)
z=el€ (22 — %)(272 — %)

= 9 = konstant

PEAY

Definition 2: Ein stabiles System, dessen Ubertragungsfunktion G keine Nullstellen z; mit
|zi| > 1 hat, heifit Mindestphasensystem.

_1 Ly 1
Beispiel: G(z) = 22 1 (2 ?)(Z f)
S (z+ 3) zZ—= g)
z(k) ) PN-Plan — Mindestphasensystem
apg =

N[ =

Lol

N/
O 5 5 [~® f ;
/5 N

_1
279 bo =1
-y(k)

Satz: Die Ubertragungsfunktion eines beliebigen zeitdiskreten Systems liit sich wie folgt daz-

stellen
Riickwirkungsfreie
Kettenschaltung

l

G a(2)—Gum(2)

G(z) =Gal(z) - Gpy(2)

G(z)

Il
¢
-

G 4(2): Ubertragungsfunktion Allpass, Gs(z): Ubertragungsfunktion Mindestphasensystem
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Beispiel: G(z)— (2—02)(z—15)(2*—224+2) (2—02)(z—1,5)(z— (1 +j))(z— (1 —3))

23(z +0,5) z3(z +0,5)

|

Bedingungen fiir Allpass und Mindestphasensystem
durch Hinzufiigen von kombinierten Pol- und Nullstel-
len () schaffen:

- e [1+j|>1 — 1Jlrj Pol-Nullstelle hinzufiigen

e |[1—j|l>1 — 1;. Pol-Nullstelle hinzufiigen

[
N

e |15]>1 — 2 Pol-Nullstelle hinzufiigen

Mindestphasensystem

A A
z-Ebene z-Ebene

(: = 15)(z— (1 + )z~ (1 +7)) (= = 02)(z— D)z~ 1)z — 1)
G = z) =
S P e s A1 05)
_ (2 =15)(z* — 22+ 2) C(2-02)(z - (2 -2+ D)
(=32 —2+3) - 23(z+0,5)

7.5.1 Rekursion und nicht-rekursive Systeme

aus 7.2.2.: Kanonische Realisierung zeitdiskreter Systeme. Rekursives System (allgemeiner Fall)

an-1 al

ao
g zn (k) g z1(k41) g z1(k)
é@ “’1
y(k)
Riickfithrung
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Sonderfall: by = by =---=b, =0 = Nichtrekursives System

z(k)e

an an-1 ai ao

n(kHL zn (k) o z1(k41)

Hier gilt:
y(k) =ao-z(k) +arz(k — 1)+ -+ apx(k —n)

= y(2) =apX(2)+ a1z 1 X(2) 4+ + a2 "X (2) = (a0 a1zt + - Fanz ") - X(2)

n n—1
_ _ apz”’ + a1z +---a
=ap+taz 4 Fagz " = "

- X(2) 2"
Der PN-Plan hat eine n-fache Nullstelle bei z = 0.

Eigenschaften:
a) Nichtrekursive Systeme sind stets stabil
b) Die Impulsantowrt lautet g = (ag, a1, ..., an, 0,0, ...)

— Die Impulsantwort ist endlich (FIR-Filter, Finite Impulse Response)

— Die Werte der diskreten Impulsantwort entsprechen den Filterkoeffizienten

7.5.2 Linearphasige Systeme
Ein nichtrekursives System, bei dem die Nullstellen von G(z) spiegelbildlich zum Einheitskreis
liegen, ist ein linearphasiges System.
Eigenschaften
e Phasenmafl b(€2) hingt linear von 2 ab

db(Q2
e Gruppenlaufzeit T, = d(Q) ist konstant

Beispiel:

1

G2 = (2—1)2(215)@—2) t

z
2t —4528 4722 45241
- 4
) o (4) (2) _
=5 (22 =452+ 7—452"" +272) 1 9

G(ejﬂ) = e 20 (egjQ — 4,567 + 7 — 4,5e 770 4+ 6_2jQ)

= e 27— 9cosQ+2- cos2Q)

Amplitudenfrequenzgang:

AQ) = |G = |e ¥ [T — 9cos Q42 - cos 2Q| = 7 — 9cos Q + 2 cos 20
~——

—~
1 >1
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Phasenmaf:

b(Q2) = —arg G(em) = — arg(e_QjQ) —arg(7 —9cosQ + 2 - cos 2Q2) = 20}
0

A(Q)f b(Q)]

18 - -mmmmmmmmm s 27 -

T T )

7.6 Zusammenhinge zwischen zeitkontinuierlichen und
zeitdiskreten Systemen

7.6.1 Zeitbereich

Abtastung
zeitkont. fa= A% zeitdiskrete
Signale Signale
) o Inerplation] (8
Rekonstruktion
x(t) = k_z_: z(k) - siAlt(t — kAt) Sampling-Reihe

Das interpolierte Signal hat eine Grenzfrequenz von w, = ;. Wegen wa = % gilt: wy = 5
oder wy - At = Q, = .

Umkehrung: Bei gegebenem w, ist die Abtastfrequenz zu wihlen (Abtastbedin-
gung). [siehe auch 7.3.3]

7.6.2 Bildbereich (lineare Systeme)

...ist wohl nicht priifungsrelevant und kommt daher auch nicht vor den Semesterferien.
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